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Resumo
Neste trabalho, modelos cosmolo´gicos quaˆnticos com fluido perfeito sa˜o estudados de
acordo com a abordagem canoˆnica da Cosmologia Quaˆntica. O conteu´do material do
Universo e´ descrito pelo formalismo de Schutz, o qual e´ detalhadamente discutido e uti-
lizado como ferramenta a fim de resolver o problema da auseˆncia da varia´vel tempo na
teoria. Neste contexto, sa˜o constru´ıdos dois modelos nos quais encontra-se fluido de ma-
te´ria r´ıgida. No primeiro modelo, dois fluidos, mate´ria r´ıgida e radiac¸a˜o num Universo
homogeˆneo e isotro´picos descrito pela me´trica de FLRW. Observa-se que a singularidade
inicial que se apresenta no caso cla´ssico e´ aparentemente removida na abordagem quaˆn-
tica. No segundo, um modelo cosmolo´gico quaˆntico anisotro´pico descrito pela me´trica
de Kantowski-Sachs e´ discutido. Como resultado, verifica-se que embora o operador Ha-
miltoniano associado ao modelo seja sime´trico, a norma da func¸a˜o de onda do Universo
e´ dependente do tempo, o que implica perda de unitariedade, reforc¸ando a suspeita de
existeˆncia de uma patologia ja´ verificada no modelo cosmolo´gico quaˆntico descrito pela
me´trica anisotro´pica de Bianchi I.
Palavras-chaves: cosmologia quaˆntica, formalismo de Schutz, dois fluidos,
mate´ria r´ıgida, Kantowski-Sachs
Abstract
In this work, quantum cosmological models with perfect fluid are studied according to
the canonical approach of Quantum Cosmology. The material content of the Universe is
described by Schutz’s formalism, which is discussed in detail and used as a tool in order
to solve the problem of absence of a time variable in theory. In this context, two models
are constructed containing a stiff matter fluid. In the first one, a two-fluid model, stiff
matter and radiation in a homogeneous and isotropic Universe described by FLRW me-
tric. It is observed that the initial singularity in the classic model is apparently removed
in the quantum approach. In the second, an anisotropic quantum cosmological model des-
cribed by Kantowski-Sachs metric is discussed. As a result, it is found that although the
Hamiltonian operator associated with the model is symmetric, the norm of wave function
of Universe is time-dependent, implying loss of unitarity, reinforcing the existence of a
pathology already verified in quantum cosmological model described by Bianchi I anisotro-
pic metric.
Key-words: quantum cosmology, Schutz formalism, two fluids, stiff matter,
Kantowski-Sachs
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
O serta˜o esta´ em toda parte
Guimara˜es Rosa
A Cosmologia e´ o estudo do Universo desde seu in´ıcio, passando por sua histo´ria e
evoluc¸a˜o dinaˆmica ate´ seus poss´ıveis destinos finais. Entretanto, este sistema possui uma
caracter´ıstica particular que implica que seu estudo deve ser realizado de modo distinto
em relac¸a˜o ao que e´ feito para outros sistemas f´ısicos: o espac¸o-tempo e´ a estrutura na
qual todos os eventos f´ısicos ocorrem e sa˜o discutidos. O tratamento de um sistema ta˜o
extenso exige o estabelecimento de considerac¸o˜es e a busca por simetrias que tornem seu
estudo poss´ıvel.
A discussa˜o filoso´fica acerca do significado ou da abrangeˆncia da Cosmologia e´ longa e
na˜o constitui o foco deste trabalho. Aqui, o interesse repousa em entender elementos da
estrutura e da histo´ria do Universo primordial. Para ser mais preciso, deseja-se descre-
ver caracter´ısticas do Universo quando ele ainda era bebeˆ, o que em Cosmologia significa
uma idade por volta de 10−43s, o tempo de Planck. O estudo do Universo nesta e´poca
e´ desenvolvido no contexto da chamada Cosmologia Quaˆntica [1–7]. A combinac¸a˜o das
palavras cosmologia e quaˆntica pode parecer um tanto incoerente, uma vez que intuiti-
vamente associa-se “cosmologia”ao estudo do Universo como um todo e a “quaˆntica” o
estudo de fenoˆmenos que ocorrem em escalas de tamanho muito reduzido. Entretanto,
sabe-se que hoje o Universo se encontra em expansa˜o acelerada, o que sugere que ele
4
CAPI´TULO 1. INTRODUC¸A˜O
tenha sido muito menor no passado. No tempo de Planck, portanto, seu tamanho deve
ter sido da ordem de 10−33cm, incrivelmente pequeno em relac¸a˜o ao Universo observa´vel
hoje, o que implica que, nesta escala, os efeitos quaˆnticos eram dominantes e impo˜e que as
ferramentas da Mecaˆnica Quaˆntica devam ser aplicadas. Neste sentido, cabe a` Cosmolo-
gia Quaˆntica fornecer uma descric¸a˜o, ainda que aproximada, das caracter´ısticas essenciais
do Universo primordial e oferecer alternativas para a resoluc¸a˜o de certos problemas pre-
sentes nesta escala, sendo o mais emblema´tico deles, possivelmente, o da singularidade
inicial [4, 5]. De fato, este e´ um dos mais importantes problemas do Modelo Cosmolo´gico
Padra˜o. Caso admita-se que em seu in´ıcio o Universo possui tamanho nulo, sua densidade
de energia e´ infinita o que torna imposs´ıvel estabelecer quaisquer argumentos f´ısicos capa-
zes de descrever este cena´rio. No contexto da Cosmologia Quaˆntica essa dificuldade pode
ser resolvida por diferentes vias. Uma delas, mais sofisticada, utiliza a Gravitac¸aˆo Quaˆn-
tica de Lac¸os [7–11] para estabelecer a quantizac¸a˜o do volume, e portanto um tamanho
mı´nimo e maior que zero. Outra abordagem sugere o nascimento do universo ex nihilo
via um processo de tunelamento quaˆntico [4, 5, 12]. Neste caso, a singularidade inicial e´
“escondida” por uma barreira de potencial e o Universo aparece do outro lado da barreira
expandindo-se a partir de enta˜o. De todo modo, a soluc¸a˜o deste que e´ possivelmente o
mais grave problema do Modelo Cosmolo´gico Padra˜o pode ser fornecida pela Cosmologia
Quaˆntica.
Muitas das caracter´ısticas do comportamento dinaˆmico do Universo atual sa˜o resultado
de estados e eventos remotos, muitos dos quais associados a`s primeiras eras da evoluc¸a˜o
cosmolo´gica. Estabelecer as condic¸o˜es iniciais que justificam as diversas fases do Universo
ao longo de seu desenvolvimento e´ tambe´m uma das atribuic¸o˜es da Cosmologia Quaˆntica.
De fato, observa-se que o estabelecimento das condic¸o˜es iniciais para a ocorreˆncia de um
per´ıodo inflaciona´rio, das perturbac¸o˜es primordiais e da quebra espontaˆnea de simetria
encontram lugar no Universo primordial. Neste sentido, a Cosmologia Quaˆntica e´ uma
teoria de condic¸o˜es iniciais, ale´m de ser uma das vertentes do programa de gravitac¸a˜o
quaˆntica - dentro do qual encontram-se a Teoria de Supercordas [13], a Gravitac¸a˜o Quaˆn-
tica de Lac¸os, teorias de gravidade quaˆntica a baixas dimenso˜es [14], dentre outras - uma
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vez que em seu in´ıcio o Universo reu´ne as caracter´ısticas que fazem dele um laborato´rio
especialmente adequado para analisar os poss´ıveis efeitos quaˆnticos da gravitac¸a˜o.
Uma das abordagens mais frequentes da Cosmologia Quaˆntica e´ realizada no con-
texto da Geometrodinaˆmica, tambe´m conhecida como Gravitac¸a˜o Canoˆnica [4, 5]. Nesta
perspectiva, a dinaˆmica do Universo e´ descrita pela evoluc¸a˜o de seus graus de liberdade
geome´tricos e dos campos presentes em cada instante, atrave´s da foliac¸a˜o do espac¸o-tempo
quadridimensional em variedades tridimensionais sucessivas, cada uma das quais e´ associ-
ada a um instante de tempo, um procedimento realizado atrave´s do chamado formalismo
ADM [15–17]. E´ evidente que se o sistema e´ o pro´prio Universo, o nu´mero de graus
de liberdade presentes em cada uma dessas trivariedades e´ muito grande. Considerando
todas as poss´ıveis me´tricas presentes nestas variedades e´ estabelecido o que se denomina
superespac¸o. Entretanto, a quantizac¸a˜o completa de um cena´rio ta˜o geral e´ ainda invia´vel.
Por esta raza˜o, apo´s considerac¸e˜s acerca das simetrias e caracter´ısticas reais do Universo,
considera-se um nu´mero muito reduzido de graus de liberdade, os quais sa˜o quantizados.
A isto se chama quantizac¸a˜o em minissuperespac¸o, procedimento frequentemente adotado
na Gravitac¸a˜o Canoˆnica. Contudo, o processo de foliac¸a˜o traz consigo uma consequeˆncia
negativa: uma varia´vel tempo expl´ıcita torna-se ausente na teoria. Como consequeˆncia,
e´ preciso formular alternativas que preservem a qualidade da descric¸a˜o da dinaˆmica do
sistema. Um me´todo consiste em utilizar a evoluc¸a˜o dos graus de liberdade de natureza
geome´trica em cada trivariedade e a partir da´ı associar um tempo de fase global [18, 19].
Pode-se citar tambe´m o uso de um campo escalar acoplado a` gravidade cuja dinaˆmica esta´
ligada a evoluc¸a˜o temporal. Finalmente, outro me´todo consiste em introduzir o tempo na
teoria a partir de graus de liberdade associados a um fluido perfeito, o qual tera´ ainda a
func¸a˜o de descrever o conteu´do material do Universo. Este u´ltimo procedimento, utilizado
nos modelos tratados neste trabalho, e´ realizado atrave´s do Formalismo de Schutz [20],
descrito no cap´ıtulo seguinte.
Finalmente, o Universo primordial e´ um sistema muito pequeno em relac¸a˜o ao que e´
observado hoje, mas com n´ıvel de energia fantasticamente alto (algo em torno de 1019GeV ),
o que implica grande dificuldade na obtenc¸a˜o de resultados observacionais e em estabelecer
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hipo´teses suportadas por suficiente evideˆncia. Deste ponto de vista a Cosmologia Quaˆntica
poderia ser vista como portadora de um cara´ter fortemente especulativo. Entretanto, e´
preciso destacar que ha´ menos de 30 anos diversos outros to´picos presentes na Cosmologia
eram encarados de modo semelhante, mas com o desenvolvimento dos me´todos teo´ricos,
experimentais e observacionais hoje gozam de merecido reconhecimento.
Este trabalho esta´ assim dividido: No cap´ıtulo seguinte sa˜o abordados elementos ba´-
sicos da teoria da Relatividade e da Mecaˆnica Quaˆntica, com destaque para a discussa˜o
acerca do formalismo ADM, do significado da func¸a˜o de onda do Universo e da defini-
c¸a˜o matema´tica de superespac¸o. O Cap´ıtulo 3 descreve detalhadamente o formalismo de
Schutz [20] e conte´m uma discussa˜o acerca da utilizac¸a˜o desta formulac¸a˜o como alternativa
para resolver o problema do tempo em Cosmologia Quaˆntica. Ale´m disso, uma analogia
entre o formalismo de Schutz e a gravitac¸a˜o de Horˇava-Lifshitz e´ discutida. No Cap´ıtulo
4 um modelo com dois fluidos, radiac¸a˜o e mate´ria r´ıgida, preenchendo um Universo ho-
mogeˆneo e isotro´pico descrito pela me´trica de FLRW e´ tratado [21]. A utilizac¸a˜o de dois
fluidos para a descric¸a˜o do conteu´do material do Universo introduz nesta abordagem um
grau de liberdade adicional em relac¸a˜o aos encontrados nos modelos convencionais em que
apenas um fluido e´ considerado, sendo este cena´rio discutido sob os aspectos cla´ssico e
quaˆntico com o intuito de verificar a ocorreˆncia de uma singularidade inicial. O fluido
de mate´ria r´ıgida e´ utilizado mais uma vez no Cap´ıtulo 5 em que um modelo quaˆntico
equipado com me´trica de Kantowski-Sachs e mate´ria r´ıgida e´ constru´ıdo [22]. Este estudo
tem como motivac¸a˜o um interessante resultado encontrado na refereˆncia [23] em que foi
observada a na˜o-unitariedade de um modelo cosmolo´gico quaˆntico com me´trica anisotro´-
pica de Bianchi I. Deseja-se verificar se tal incompatibilidade se manifesta tambe´m num
Universo anisotro´pico de Kantowski-Sachs, o que pode revelar alguma espe´cie de incosis-
teˆncia do formalismo de Schutz quando utilizado em conjunto com me´tricas anisotro´picas.
Finalmente, no Cap´ıtulo 6 sa˜o apresentadas as concluso˜es e perspectivas.
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Cap´ıtulo 2
Aspectos teo´ricos da Cosmologia
Quaˆntica
2.1 Elementos da teoria da Relatividade Geral
Ate´ o advento da formulac¸a˜o newtoniana da Mecaˆnica, notabilizada sobretudo pela Lei da
Gravitac¸a˜o Universal, a Cosmologia era inexistente sob o modo como e´ concebida hoje. De
fato, apenas com a Mecaˆnica de Newton surgem as condic¸o˜es de se estender as explicac¸o˜es
dos fenoˆmenos terrestres para descrever os movimentos celestes observados. A Cosmologia
moderna so´ passa a exibir o protagonismo de seus dois principais “atores”, a mate´ria e
o espac¸o-tempo, com um trabalho devido a Einstein, “Cosmological Considerations on
the General Theory of Relativity” [30]. De fato, a Relatividade Geral e´ a teoria base da
Cosmologia atual. Dois dos eventos que mais motivaram a adoc¸a˜o da teoria de Einstein
teˆm origem na Astronomia: o ca´lculo preciso e coerente com as observac¸o˜es da taxa
de precessa˜o do perie´lio de Mercu´rio [24], que na˜o e´ corretamente prevista pela teoria
newtoniana, e a observac¸a˜o do eclipse solar a partir da cidade de Sobral no Brasil e de
Sa˜o Tome´ e Pr´ıncipe na costa ocidental da A´frica no ano de 1919 [25], onde foi poss´ıvel
comprovar a deformac¸a˜o do espac¸o provocada pela presenc¸a de mate´ria. No ca´lculo da
precessa˜o do perie´lio de Mercu´rio tambe´m foi necessa´rio levar em conta a curvatura do
espac¸o-tempo, caracter´ıstica presente na teoria da Relatividade Geral e que e´, em u´ltima
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ana´lise, consequeˆncia do princ´ıpio de equivaleˆncia enunciado por Einstein: localmente,
existe a completa equivaleˆncia f´ısica entre um campo gravitacional e a correspondente
acelerac¸a˜o de um sistema de refereˆncia, o que estende o princ´ıpio da Relatividade Especial
para sistemas de refereˆncia acelerados e garante a equivaleˆncia entre massa gravitacional
e massa inercial.
Utilizando a teoria da Relatividade Geral, o Universo e´ tratado matematicamente como
uma quadrivariedade (4M) com treˆs dimenso˜es espaciais e uma temporal cuja geometria
e´ determinada pela distribuic¸a˜o de mate´ria. A separac¸a˜o entre dois pontos infinitesimal-
mente pro´ximos e´ fornecida pelo elemento de linha, ds, que no espac¸o plano de Minkowski
possui seguinte forma em coordenadas esfe´ricas:
ds2 =−c2dt2 +dr2 + r2(dθ 2 + sin2θ dϕ2) .
Entretanto, a presenc¸a de mate´ria deforma o espac¸o-tempo, de modo que a me´trica de
Minkowski torna-se inadequada para a descric¸a˜o do Universo observado. Neste caso,
geometrias mais sofisticadas devem ser consideradas e portanto, de maneira geral,
ds2 = gµν dxµdxν , (2.1)
em que gµν e´ a me´trica, um tensor sime´trico de segunda ordem cujas componentes sa˜o
func¸o˜es independentes das quatro coordenadas espac¸o-temporais. A mais habitual das
me´tricas utilizadas em Cosmologia, que descreve um Universo homogeˆneo e isotro´pico, e´
a de Friedmann-Lemaˆıtre-Robertson-Walker (FLRW), dada por:
ds2 =−N(t)2dt2 +a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2dθ 2 + r2 sin2θ dϕ2
)
. (2.2)
Neste elemento de linha, a(t) e´ o fator de escala, associado ao tamanho do Universo em
um determinado instante de tempo t. Ja´ N(t) e´ um outro paraˆmetro de escala, associado
a` coordenada tempo, chamado func¸a˜o lapso. Ale´m disso, k e´ o paraˆmetro de curvatura
associado a`s sec¸o˜es espaciais podendo ter os seguintes valores: 0 (plana), 1 (esfe´rica), −1
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(hiperbo´lica).
Por estarem associados a um Universo homogeˆneo e isotro´pico, modelos cosmolo´gicos
descritos pela me´trica de FLRW sa˜o muito populares1. Entretanto, espac¸os-tempos mais
complicados, que descrevam cena´rios na˜o-homogeˆneos ou na˜o isotro´picos, podem ser rele-
vantes. Um exemplo de me´trica que descreve um Universo anisotro´pico e´ fornecido pela
me´trica de Kantowski-Sachs [31], escrita como
ds2 =−N(t)2dt2 +a(t)2dr2 +b(t)2(dθ 2 + sin2θ dϕ2) .
Esta me´trica conte´m na˜o um, mas dois fatores de escala2, a(t) e b(t).
A geometria do espac¸o-tempo e´ governada pelas equac¸o˜es de Einstein, simbolicamente
expressas como
Gµν = 8piGTµν , (2.3)
com c = 1, em que G e´ a constante de Newton da gravitac¸a˜o e
Gµν = Rµν − 12gµνR , (2.4)
e´ o tensor de Einstein, sime´trico e func¸a˜o da me´trica, associado ao aspecto quadrigeome´-
trico da variedade. Nesta equac¸a˜o, Rµν e´ o tensor de Ricci e R e´ o escalar de Ricci, dados
respectivamente por
Rµν = Γ
ρ
νµ ,ρ −Γρρµ ,ν +ΓρρλΓλνµ −Γ
ρ
νλΓ
λ
ρµ , (2.5)
R =−gµν(ΓλµνΓσλσ −ΓλµσΓσνλ )− (gµνΓσµσ −gµσΓνµσ ),ν , (2.6)
e Γλµν e´ o s´ımbolo de Cristoffel, calculado atrave´s de3
Γλµν =
1
2
gλσ
(
gσµ,ν +gσν ,µ −gµν ,σ
)
. (2.7)
1A homogeneidade e a isotropia do Universo sa˜o consequeˆncias do Princ´ıpio Cosmolo´gico [26].
2Adiante, no Cap´ıtulo 5, um modelo com a me´trica de Kantowski-Sachs e fluido perfeito e´ estudado.
3Na notac¸a˜o tensorial utilizada, as v´ırgulas indicam derivadas parciais, enquanto o sinal de ponto-e-
v´ırgula indica derivada covariante.
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Ja´ Tµν e´ o tensor momento-energia, sime´trico e associado a` distribuic¸a˜o de energia e
mate´ria. Para um fluido perfeito, com c = 1, Tµν pode ser escrito como
T µν = (ρ + p)uµuν − pgµν . (2.8)
Caracteriza-se um fluido perfeito a partir de duas varia´veis escalares termodinaˆmicas, aqui
escolhidas como pressa˜o p e densidade pro´pria4 ρ , e por um campo de velocidades uµ .
Tanto o tensor de Einstein quanto o tensor momento-energia possuem divergeˆncia nula,
isto e´:
Gµν ;ν = 0 ,
T µν ;ν = 0 .
Ale´m da elegaˆncia das equac¸o˜es de Einstein, a teoria da Relatividade Geral desem-
penha um papel essencial na soluc¸a˜o de problemas diante dos quais a teoria newtoniana
da gravitac¸a˜o mostra-se inadequada. A conexa˜o entre mate´ria e geometria acaba por
fazer da teoria de Einstein, portanto, a moderna teoria cla´ssica do campo gravitacional.
O caminho seguinte consiste em quantizar a Relatividade Geral tornando-a assim uma
teoria fundamental. Entretanto, a quantizac¸a˜o da gravitac¸a˜o continua sendo um dos mais
complexos problemas em aberto da F´ısica, ainda que importantes avanc¸os tais como a
teoria de cordas [13] ou a gravitac¸a˜o quaˆntica de lac¸os [11] tenham sido realizados. De
todo modo, a construc¸a˜o de uma teoria quaˆntica para a gravitac¸a˜o exige uma formula-
c¸a˜o hamiltoniana da teoria da Relatividade Geral. Ale´m disso, a partir da Hamiltoniana
as equac¸o˜es de campo podem ser obtidas consistentemente e uma descric¸a˜o completa da
dinaˆmica do Universo pode ser fornecida.
Como a teoria da Relatividade Geral e´ invariante sob reparametrizac¸o˜es arbitra´rias
de coordenadas e´ necessa´rio construir te´cnicas para tratar dos sistemas hamiltonianos
vinculados [32–35] uma vez que para obter uma Hamiltoniana para a gravitac¸a˜o deve-
se definir uma varia´vel tempo adequada com respeito a qual sera˜o gerados os v´ınculos
4A densidade pro´pria e´ definida como a massa de repouso por unidade de volume de repouso (volume
pro´prio).
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entre as varia´veis canoˆnicas. Isto implica uma separac¸a˜o entre a coordenada tempo e as
demais coordenadas espaciais de modo que o espac¸o-tempo determinado por uma me´trica
lorentziana de assinatura (−+++) definido na quadrivariedade 4M deve ter sua topologia
restrita ao tipo 4M = R ⊗ 3M. Este procedimento, matematicamente conhecido como
teoria geome´trica das folheac¸o˜es [36–38], constitui a base do conhecido formalismo ADM5
[15–17,38] da Relatividade Geral.
Utilizando o formalismo ADM, pode-se mostrar que a Hamiltoniana total da Rela-
tividade Geral, a partir da qual e´ poss´ıvel reproduzir as equac¸o˜es de Einstein, e´ escrita
como
HT =
∫
dt dx3(NH0 +NaHa +λP0 +λiPi) , (2.9)
em que P0 e Pi sa˜o os momentos canonicamente conjugados a`s func¸o˜es lapso, N, e shift,
Ni, as quais fazem o papel de multiplicadores de Lagrange. A func¸a˜o lapso e´ um fator de
normalizac¸a˜o correspondente a` componente normal da quadrivelocidade Uµ com a qual a
tri-hipersuperf´ıcie equipada com me´trica6 hab evolui no tempo. Ja´ a func¸a˜o shift corres-
ponde a` componente tangencial da quadrivelocidade. Ale´m disso, os v´ınculos secunda´rios
H0 (super-Hamiltoniana) e Ha (super-momento) sa˜o dados por:
H0 = GabcdPabPcd−
√
h 3R = 0 , (2.10)
Ha = 2Pab;b . (2.11)
Aqui, 3R e´ o escalar de Ricci dado pela equac¸a˜o (2.6) sobre a trivariedade. Os momentos
Pi j podem ser escritos como
Pab =−GabcdKcd ,
em que utilizou-se a chamada superme´trica, definida como
Gabcd =
√
h
[
1
2
(hachbd +hadhbc)−habhcd
]
, (2.12)
5Este formalismo foi desenvolvido na de´cada de 60 por Arnowitt, Deser e Misner (ADM).
6Os ı´ndices latinos da me´trica podem assumir os valores 1,2,3.
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e a curvatura extr´ınseca que, com uma escolha adequada de calibre, pode ser escrita como
Ki j =−h˙i j . (2.13)
O v´ınculo H0 corresponde a`s componentes 0α das equac¸o˜es de Einstein e e´ responsa´vel
por gerar a dinaˆmica da trigeometria. Ja´ Ha e´ responsa´vel por gerar os difeomorfismos
da me´trica que equipa a trivariedade, hab e corresponde a` componente 00 das equac¸o˜es de
Einstein. Os v´ınculos (2.10) e (2.11) desempenham um papel fundamental na obtenc¸a˜o
da mais importante equac¸a˜o da Cosmologia Quaˆntica: a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt.
2.2 Elementos de Mecaˆnica Quaˆntica
Assim como a Relatividade Geral, a Mecaˆnica Quaˆntica desempenha um papel essencial
no formalismo da Cosmologia Quaˆntica. Como as leis fundamentais da F´ısica devem
estar assentadas na teoria quaˆntica, uma descric¸a˜o do Universo em termos da Mecaˆnica
Quaˆntica e´ um caminho natural.
Embora a Mecaˆnica Quaˆntica possa alcanc¸ar altos n´ıveis de complexidade, suas ferra-
mentas e procedimentos ba´sicos podem ser elencados com relativa facilidade.
O processo de quantizac¸a˜o, responsa´vel pela passagem da F´ısica Cla´ssica para F´ısica
Quaˆntica, e´ realizado atrave´s do procedimento proposto por Dirac em que as varia´veis
canoˆnicas do sistema cla´ssico sa˜o substitu´ıdas por operadores hermitianos [41] qˆk e pˆk de
modo que [qˆk, pˆk] = ih¯, sendo h¯ a constante de Planck dividida por 2pi e
pk→ pˆk =± i ∂∂qk ,
em que qk sa˜o as coordenadas generalizadas do sistema e pk sa˜o seus momentos canoni-
camente associados.
A entidade ba´sica que carrega as informac¸o˜es do sistema quaˆntico e´ a func¸a˜o de onda,
Ψ(x1, ...,xn, t), em que t e´ a coordenada temporal e x1, ...,xn sa˜o as demais coordenadas
espaciais ou paraˆmetros equivalentes aos quais esta´ associado o sistema. Ψ(x1, ...,xn, t) e´
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uma func¸a˜o complexa, o que significa que na˜o se deve dar a ela a interpretac¸a˜o habitual
que se concede a uma func¸a˜o de onda cla´ssica. Isto quer dizer que questo˜es do tipo “o que
e´ realmente esta func¸a˜o de onda” ou “onde esta func¸a˜o de onda se propaga” na˜o fazem
sentido no contexto em que ela se encontra inserida. A rigor, as func¸o˜es de onda que
descrevem os sistemas quaˆnticos devem ser inicialmente entendidas como ferramentas de
ca´lculos, por meio das quais as caracter´ısticas do sistema podem ser investigadas. Por
exemplo: o conceito cla´ssico de trajeto´ria deve ser substituido pelo de estado dependente
do tempo, o qual e´ descrito por Ψ(x1, ...,xn, t). Ale´m disso, pelo princ´ıpio de de Broglie, ao
movimento de uma part´ıcula esta´ associada uma onda, de tal modo que a part´ıcula deve
estar em algum lugar em que a onda possua amplitude considera´vel. Isto quer dizer que
embora o conceito de trajeto´ria cla´ssica na˜o encontre um correspondente quaˆntico preciso,
ainda e´ poss´ıvel obter uma localizac¸a˜o aproximada da part´ıcula para determinado instante
por meio da densidade de probabilidade. Considerando que o movimento desta part´ıcula
e´ restrito ao eixo x, a densidade probabilidade de encontrar a part´ıcula entre as posic¸o˜es
x e x+dx, expressa por P(x, t), e´ calculada como
P(x, t) =Ψ(x, t)∗ Ψ(x, t) . (2.14)
O resultado da medida de uma grandeza f´ısica qualquer A deve estar num conjunto
de resultados poss´ıveis {a}. A cada valor a esta´ associado um estado ψa(x), medido
num determinado instante t0. Como estas medidas afetam o sistema, as previso˜es da
Mecaˆnica Quaˆntica sa˜o estat´ısticas, o que esta´ de acordo com o princ´ıpio da incerteza de
Heinsenberg.
A dinaˆmica do sistema quaˆntico e´ governada pela equac¸a˜o de Schro¨dinger, formalmente
escrita em uma dimensa˜o para uma part´ıcula sujeita a um potencial V (x, t), como
ih¯
dΨ(x, t)
dx
=−
(
h¯2
2m
d2
dx2
+V (x, t)
)
Ψ(x, t) . (2.15)
As soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Schro¨dinger sa˜o as auto-func¸o˜es associadas ao sistema. As
entidades dinaˆmicas que podem ser medidas sa˜o chamadas de observa´veis. Diferentemente
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do que ocorre na F´ısica Cla´ssica, em mecaˆnica quaˆntica os observa´veis sa˜o representados
por operadores autoadjuntos definidos no espac¸o de Hilbert [41]. Assim, garante-se que
os estados ortonormais associados a estes operadores formem uma base no espac¸o. Ale´m
disso, os autovalores dos operadores autoadjuntos sa˜o sempre reais.
Em Cosmologia Quaˆntica, Ψ e´ chamada de func¸a˜o de onda do Universo e, necessa-
riamente, e´ dependente do fator de escala do Universo, a. Caso a me´trica considerada
descreva um espac¸o-tempo anisotro´pico, a func¸a˜o de onda sera´ dependente dos demais fa-
tores de escala eventualmente presentes (por exemplo, num modelo descrito pela me´trica
de Kantowski-Sachs equipada com os fatores de escala a(t) e b(t), escreve-se Ψ(a,b)). Caso
seja considerada no modelo a presenc¸a de outros campos (φ1, ...,φn), ale´m do gravitacional,
Ψ sera´ tambe´m func¸a˜o deles.
Conforme mencionado na sec¸a˜o 2.1, o formalismo ADM implica que a varia´vel tempo
torna-se ausente na teoria, o que dificulta a interpretac¸a˜o do comportamento dinaˆmico do
Universo. Contudo, por meio de procedimentos como o formalismo de Schutz, e´ poss´ıvel
escrever Ψ de tal modo que a dependeˆncia com o tempo seja expl´ıcita. Em resumo, a fun-
c¸a˜o de onda do Universo pode ser denotada, de modo geral, como Ψ(a1, ...,an,φ1, ...,φn, t),
sendo portanto descrita pelos graus de liberdade que compo˜em o modelo. Quanto maior
for a quantidade de graus de liberdade considerados, mais complicada devera´ ser Ψ e, de
maneira geral, mais caracter´ısticas do Universo podem ser investigadas. Em particular,
a utilizac¸a˜o do formalismo de Schutz para descrever o conteu´do material do Universo
permite transformar a equac¸a˜o principal da Cosmologia Quaˆntica, a equac¸a˜o de Wheeler-
DeWitt, numa leg´ıtima equac¸a˜o de Schro¨dinger dependente do tempo. Com isso, a descri-
c¸a˜o do Universo quaˆntico passa a ter estrutura matema´tica semelhante a`quela encontrada
em problemas de Mecaˆnica Quaˆntica para part´ıculas submetidas a certo potencial.
O estudo do Universo de modo semelhante ao que e´ realizado para descrever uma
part´ıcula governada por um potencial e cuja dinaˆmica e´ determinada pela equac¸a˜o de
Schro¨dinger permite que se deˆ ao problema da singularidade inicial uma soluc¸a˜o relati-
vamente simples: o Universo na˜o atinge tamanho zero pois surge com tamanho finito e
inicia sua expansa˜o devido a um processo de tunelamento quaˆntico, tal como e´ observado
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e calculado para part´ıculas sujeitas a uma barreira de potencial [39].
2.3 Equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt
O superespac¸o e´ o cena´rio onde a geometrodinaˆmica e´ desenvolvida [40]. Corresponde ao
conjunto de todas as trime´tricas riemannianas sobre uma dada trisuperf´ıcie sobre a qual
sa˜o definidos os campos de mate´ria.
Considere o espac¸o que conte´m todas as trime´tricas riemannianas, Σ, e todos os poss´ı-
veis campos de mate´ria, Φ(x), que podem ser definidos sobre as hipersuperf´ıcies descritas
por elas. Simbolicamente,
Riem(Σ) = {hi j(x),Φ(x)|x ∈ Σ} .
Embora este seja um espac¸o de dimensa˜o infinita, uma vez que sobre cada trisuperf´ıcie
podem ser definidas infinitas trime´tricas, o nu´mero de graus de liberdade a ele associados
e´ finito (de fato, treˆs graus de liberdade para cada um dos infinitos pontos do espac¸o). O
superespac¸o e´ o espac¸o de configurac¸o˜es ba´sico onde se desenvolvem as diversas teorias de
gravitac¸a˜o quaˆntica.
A folheac¸a˜o do espac¸o promovida atrave´s do formalimos ADM foi, ate´ aqui, um proce-
dimento puramente cla´ssico. A quantizac¸a˜o e´ executada atrave´s do formalismo canoˆnico
de Dirac [32], que consiste, em u´ltima ana´lise, em substituir as equac¸o˜es de v´ınculo cla´s-
sicas de primeira classe Hµ = 0 por condic¸o˜es sobre os estados, isto e´,
HˆµΨ(hi j,Φ) = 0 , (2.16)
em que o operador Hˆµ atua como um aniquilador da func¸a˜o de onda Ψ(hi j,Φ).
Seguindo o processo de quantizac¸a˜o canoˆnica, os momentos sa˜o substitu´ıdos por deriva-
das relativas a`s suas correspondentes coordenadas permitindo a construc¸a˜o dos operadores
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a partir dos v´ınculos fornecidos pelo formalismo ADM, ou seja,
Pab→ Pˆab =−i δ
δhab
, (2.17)
Aplicando (2.17) aos v´ınculos (2.10) e (2.11), obte´m-se
HˆΨ[hab] =
[
−Gabcd δδhab
δ
δhcd
−
√
h 3R
]
Ψ[hab] = 0 , (2.18)
que e´ a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt e,
HˆaΨ[hab] = 2i
(
δΨ[hab]
δhab
)
|b
= 0 . (2.19)
A equac¸a˜o anterior implica que a func¸a˜o de onda e´ a mesma para quaisquer configurac¸o˜es
ligadas por uma transformac¸a˜o de coordenadas [4].
Resolver a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt corresponde a encontrar uma soluc¸a˜o geral
para o funcional Ψ[hab] sem que se considere qualquer me´trica em particular, isto e´, para
o superespac¸o, o que constitui um dos mais importantes problemas em aberto na F´ısica
(com efeito, este e´ o passo decisivo na construc¸a˜o de uma teoria quaˆntica para gravitac¸a˜o).
Soluc¸o˜es para esta equac¸a˜o so´ podem ser obtidas para casos em que uma determinada
me´trica e´ fixada a priori e para um nu´mero limitado de campos definidos sobre o espac¸o.
Em Cosmologia Quaˆntica esta restric¸a˜o, que define o chamado minissuperespac¸o, na˜o deve
ser vista como um fator que inviabiliza a construc¸a˜o dos modelos cosmolo´gicos. Uma vez
que o espac¸o-tempo e´ um sistema cuja geometria apresenta va´rias propriedades evidentes,
e´ razoa´vel fixar a me´trica e eventuais campos de acordo com o que e´ observado. Isto
simplifica formidavelmente o problema de lidar com v´ınculo Hµ permitindo obter soluc¸o˜es
particulares para a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt. Por esta raza˜o, os modelos cosmolo´gicos
constru´ıdos a partir destas restric¸o˜es sa˜o chamados modelos de minissuperespac¸o.
Note ainda que o funcional de onda Ψ na˜o possui dependeˆncia temporal expl´ıcita.
Isso e´ uma consequeˆncia do fato de que a Relatividade Geral e´ uma teoria parametrizada,
o que significa que o tempo pode emergir das varia´veis dinaˆmicas definidas sobre a tri-
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hipersuperf´ıcie que esta˜o associadas a` func¸a˜o de onda. Tendo isso em vista, no cap´ıtulo
seguinte e´ apresentado um formalismo que permite associar aos graus de liberdade de um
fluido perfeito, cuja tarefa e´ descrever o conteu´do material do Universo, o papel de tempo.
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Cap´ıtulo 3
Formalismo de Schutz
3.1 Introduc¸a˜o
O estudo e a aplicac¸a˜o dos conceitos da hidrodinaˆmica sa˜o reccorentes em F´ısica [27]. A
partir de duas a´reas inicialmente distintas, a Hidrosta´tica e a Hidra´ulica, Daniel Bernoulli,
ainda no se´culo XIX, formulou os primeiros trabalhos. Estudos sistema´ticos em Hidros-
ta´tica sa˜o muito antigos, tendo contribuic¸o˜es ate´ mesmo de Arquimedes e, mais tarde, de
Pascal, acerca dos fluidos incompress´ıveis em repouso. A Hidra´ulica possui ainda mais
aplicac¸o˜es pra´ticas, tanto em cieˆncia aplicada quanto em engenharia e agricultura, como
em problemas envolvendo me´todos de irrigac¸a˜o. Ale´m de Bernoulli, outros importantes
nomes contribu´ıram neste campo de pesquisa tais como d’Alembert, Euler, Navier, Stokes,
Helmholtz e Kirchhoff, entre outros.
O entendimento cada vez mais so´lido a respeito da estrutura da mate´ria permitiu o
desenvolvimento de teorias para o escoamento de um fluido. Um importante problema
era determinar em ate´ que medida deveria a mate´ria ser tratada como feita de part´ıculas
discretas e se seria poss´ıvel considera´-la cont´ınua, infinitamente divis´ıvel quando vista
como um todo. Em Hidrodinaˆmica os problemas sa˜o frequentemente estudados do ponto
de vista macrosco´pico permitindo que o fluido possa ser tratado como uma substaˆncia
coesa identificada por um conjunto de pontos RN , em que N refere-se ao nu´mero de
dimenso˜es consideradas.
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Um fluido pode ser definido atrave´s de duas descric¸o˜es: a euleriana e a lagrangiana.
Considere uma parcela discreta ou volume do fluido. Sua descric¸a˜o como um todo, feita
atrave´s da evoluc¸a˜o das parcelas que se movem ao longo do tempo, constitui a descric¸a˜o
lagrangiana. Neste caso, as propriedades ba´sicas de cada parcela sa˜o representadas pela
densidade ρ(t), pressa˜o p(t), velocidade ~v(t), etc. O me´todo lagrangiano e´ mais adequado
na descric¸a˜o de experimentos e simulac¸o˜es nume´ricas.
Se, por outro lado, a evoluc¸a˜o das propriedades f´ısicas e´ considerada em cada ponto
do espac¸o de fase, ao inve´s de seguir a evoluc¸a˜o de parcelas do fluido, tem-se a descric¸a˜o
Euleriana, a qual pode ser entendida como uma descric¸a˜o de campo no sentido de que todo
ponto no espac¸o tem certas propriedades f´ısicas que podem ser estudadas e analisadas.
Enta˜o, as propriedades do fluido em escoamento numa posic¸a˜o espec´ıfica dependera´ das
coordenadas posic¸a˜o e tempo. De um ponto de vista matema´tico, pode-se representar as
propriedades do fluido como ρ(~x, t), ~v(~x, t), p(~x, t), etc. Em geral, por ser de aplicac¸a˜o
mais simples, utiliza-se a descric¸a˜o Euleriana.
Em 1859, Clebsch [28] mostrou que o campo de velocidade de um fluido (na verdade,
qualquer campo vetorial) poderia ser descrito com o uso de treˆs potenciais da forma
~v = ~∇φ +ξ~∇β .
Contudo, essa decomposic¸a˜o apresenta uma desvantagem: os potenciais φ , ξ e β na˜o
possuem interpretac¸o˜es f´ısicas claras uma vez que na˜o ha´ equac¸o˜es de evoluc¸a˜o para cada
um deles.
Seliger e Whitham [29], a fim de contornar esta dificuldade, fizeram uma decomposic¸a˜o
dos campos de velocidade em termos de cinco potenciais escalares, ao inve´s de apenas
treˆs como proposto por Clebsch. Usando esta te´cnica foi poss´ıvel obter as equac¸o˜es de
evoluc¸a˜o de um fluido cla´ssico na descric¸a˜o euleriana atrave´s de um princ´ıpio variacional.
Nesse formalismo, a densidade lagrangiana e´ especialmente simples, dependendo apenas
da pressa˜o do fluido.
A ideia de usar uma analogia hidrodinaˆmica em outras a´reas da F´ısica e´ relativamente
frequente, como se oberva, por exemplo, nos estudos envolvendo f´ısica de plasma, o´p-
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tica, problemas em Eletromagnetismo, Turbuleˆncia, Geof´ısica, Astrof´ısica, Cosmologia,
etc. Em particular, no caso da Cosmologia, considera-se que a mate´ria que preenche o
universo como um todo e´ descrita como um fluido que expande de tal modo que os aglo-
merados de gala´xias representam as part´ıculas desse fluido. O caso mais simples e´ aquele
em que considera-se um fluido perfeito, cuja equac¸a˜o de estado e´ do tipo p = αρ . Em
modelos mais sofisticados, pode-se considerar outros graus de liberdade como torsa˜o e
viscosidade. No caso da Cosmologia Quaˆntica, o formalismo variacional de Schutz [42,43]
e´ uma generalizac¸a˜o relativ´ıstica do trabalho de Seliger e Whitham, fazendo uso agora de
seis potenciais-velocidade (um a mais do que no caso newtoniano ja´ que agora os quadri-
vetores sa˜o usados como quadrivelocidade) e incluindo os efeitos do campo gravitacional,
sob o ponto de vista da Relatividade Geral.
Neste cap´ıtulo, e´ feita uma revisa˜o dos trabalhos de Seliger-Whitham e Schutz, mos-
trando suas similiaridades e diferenc¸as, bem como sua aplicac¸a˜o em Cosmologia. O ob-
jetivo e´ utilizar o formalismo de Schutz para descrever o conteu´do material do Universo
atrave´s da utilizac¸a˜o de um fluido perfeito. Os novos graus de liberdade que se apresentam
no modelo cosmolo´gico podem ser utilizados para introduzir o tempo na teoria de modo
puramente fenomenolo´gico. Discute-se tambe´m a analogia entre a aplicac¸a˜o da formula-
c¸a˜o de Schutz aplicada a` Cosmologia e a gravitac¸a˜o modificada de Horˇava-Lifshitz. No
apeˆndice B encontram-se ainda alguns comenta´rios sobre a termodinaˆmica de um fluido
perfeito.
3.2 Formalismo de Seliger-Whitham
Em 1968, Seliger e Whitham [29] publicaram um importante trabalho descrevendo a
Hidrodinaˆmica, dinaˆmica de plasma e elasticidade atrave´s de princ´ıpios variacionais. Para
isso, foi utilizada a representac¸a˜o por potenciais-velocidade para escrever as equac¸o˜es do
campo eletromagne´tico e a dinaˆmica de fluidos na descric¸a˜o euleriana. A construc¸a˜o deste
u´ltimo caso e´ apresentada a seguir.
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3.2.1 Construindo a ac¸a˜o
Na descric¸a˜o euleriana da mecaˆnica de fluidos1, as varia´veis independentes sa˜o a posic¸a˜o
(fixa) ~X e o tempo, t. A velocidade euleriana ~v(~X , t) esta´ associada a parcela2 de fluido
passando por ~X no tempo t. Todas as outras quantidades dependentes sa˜o definidas de
modo ana´logo. A equac¸a˜o de evoluc¸a˜o e´
ρ
(
∂V i
∂ t
+V j
∂V i
∂X j
)
=− ∂ p
∂X i
. (3.1)
Ale´m disso, impo˜e-se a conservac¸a˜o da massa,
∂ρ
∂ t
+
∂
∂X j
(ρV j) = 0 , (3.2)
e a conservac¸a˜o da entropia espec´ıfica (entropia por unidade de massa)
∂ s
∂ t
+V j
∂ s
∂X j
= 0 . (3.3)
O v´ınculo (3.3) implica auseˆncia de fluxo de calor atrave´s da parcela.
A estes resultados, adiciona-se a equac¸a˜o de estado
p = p(ρ,s) . (3.4)
Mas, como obter as equac¸o˜es (3.1), (3.2) e (3.3) de um princ´ıpio variacional? Inicial-
1Da refereˆncia [42], ”History has mercilessly given us half a dozen different uses for the names of
Lagrange and Euler. The adjectives Lagrangian and Eulerian refer, respectively, to observers comoving
with the fluid or fixed with respect to some arbitrary reference frame through which the fluid flows. The
functional whose integral is extremized in a variational principle is the Lagrangian density. Finally the
equations that express the extremal conditions are the Euler-Lagrange equations. Because we wish to
emphasize the Eulerian nature of the velocity potentials, we shall henceforth speak of their evolution
equations rather than of their equations of motion.”
2Aqui, chama-se de parcela o elemento de fluido com volume e a´rea superficial na˜o-infinitesimal.
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mente, considera-se a ac¸a˜o seguinte,3
Sε =
∫
dt
∫
d3X
{[
1
2
ρV iVi−ρε
]
+ φ
[
∂ρ
∂ t
+
∂
∂X j
(ρV j)
]
+θ
[
∂ s
∂ t
+V j
∂ s
∂X j
]}
, (3.5)
em que ρ(X i, t) e´ a densidade, V i(X i, t) a velocidade, ε(X i, t) e´ a energia interna por unidade
de massa do fluido passando atrave´s do ponto X i no instante t e φ e θ sa˜o multiplicadores
de Lagrange.
Variando a ac¸a˜o anterior em relac¸a˜o a V i, obte´m-se a seguinte equac¸a˜o:
Vi =
∂φ
∂X i
+ s
∂θ
∂X i
. (3.6)
Contudo, como discutido na refereˆncia [29], este resultado na˜o e´ ta˜o geral quanto
desejado. Se a densidade de entropia s e´ constante, o campo de velocidade V i exibido na
equac¸a˜o acima (3.6), pode ser reescrito como
Vi =
∂ (φ + sθ)
∂X i
,
e a conclusa˜o e´ que a equac¸a˜o anterior expressa o campo de velocidade como gradiente
de um escalar, isto e´, Vi = ∂iΦ, em que Φ = φ + sθ . Entretanto, o rotacional de um
campo vetorial escrito como um gradiente de uma func¸a˜o escalar e´ zero. No presente caso
εi jk∂ jV k = 0. Isso e´ chamado fluxo potencial ou fluxo irrotacional, um subtipo de fluxo
de um fluido ideal. Como deseja-se que fluidos rotacionais possam ser descritos mesmo
quando a entropia por unidade de massa na˜o varia espacialmente, e´ necessa´rio modificar
(3.5). Para resolver esta questa˜o, foi proposta na refereˆncia [45] a inclusa˜o de um novo
v´ınculo (e, portanto, um novo paraˆmetro livre) na expressa˜o da ac¸a˜o: a conservac¸a˜o da
3E´ apropriado modificar a densidade lagrangiana convencional, substituindo a energia potencial do
sistema pela energia interna como feito na refereˆncia [44].
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posic¸a˜o de in´ıcio durante o fluxo
∂γ i
∂ t
+V j
∂γ i
∂X j
= 0 . (3.7)
Com isso, ha´ agora treˆs novas equac¸o˜es de v´ınculo. Contudo, conforme discutido na
refereˆncia [29], para alcanc¸ar os propo´sitos desejados, sera´ considerada apenas uma u´nica
componente, a qual sera´ identificada por γ . Portanto, a equac¸a˜o (3.5) torna-se
Sε =
∫
dt
∫
d3X
{[
1
2
ρV iVi−ρε
]
+φ
[
∂ρ
∂ t
+
∂
∂X j
(ρV j)
]
+θ
[
∂ s
∂ t
+V j
∂ s
∂X j
]}
+β
[
∂γ i
∂ t
+V j
∂γ i
∂X j
]
. (3.8)
Variando a ac¸a˜o, equac¸a˜o (3.8), com respeito a V i, obte´m-se:
Vi =
∂φ
∂X i
+ s
∂θ
∂X i
+ γ
∂β
∂X i
. (3.9)
Logo, e´ poss´ıvel descrever a vorticidade independentemente do gradiente de entropia.
Ainda, variando a ac¸a˜o com respeito a ρ , s e γ podem ser obtidas, respectivamente, as
seguintes relac¸o˜es
1
2
V iVi− ∂∂ρ (ρε) =
(
∂φ
∂ t
+V j
∂φ
∂X j
)
+ s
(
∂θ
∂ t
+V j
∂θ
∂X j
)
+ γ
(
∂β
∂ t
+V j
∂β
∂X j
)
, (3.10)
∂ε
∂ s
=−
(
∂φ
∂ t
+V j
∂θ
∂X j
)
, (3.11)
e
∂φ
∂ t
+V j
∂θ
∂X j
= 0 . (3.12)
Integrando por partes a equac¸a˜o (3.8) e descartando termos de superf´ıcie, tem-se
L =
1
2
ρv2−ρε−ρDφ
Dt
−ρsDθ
Dt
−ργDβ
Dt
, (3.13)
em que utilizou-se a notac¸a˜o de derivada material, tambe´m chamada derivada substancial,
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que descreve a taxa de variac¸a˜o temporal de alguma quantidade f´ısica como energia,
temperatura ou momento para uma regia˜o fixa, visto por um observador movendo-se ao
longo do fluxo, com velocidade V j, e dada por
D
Dt
≡ ∂
∂ t
+V j
∂
∂x j
. (3.14)
Em geral, a derivada material pode servir como um elemento de ligac¸a˜o entre as descric¸o˜es
euleriana e lagrangiana.
Para simplificar a expressa˜o da densidade lagrangiana, utiliza-se a primeira lei da
termodinaˆmica
dε = Tds− pd
(
1
ρ
)
, (3.15)
em que dε e´ a energia interna por unidade de massa de repouso e ρ e´ a densidade de
massa de repouso. Consequentemente, pode-se escrever
∂ (ρε)
∂ρ
= ε +
p
ρ
≡ µ , (3.16)
∂ε
∂ s
= T , (3.17)
em que µ(ρ,s) e´ a entalpia por unidade de massa, a qual e´ a soma da energia interna
do sistema com o produto da pressa˜o multiplicada pelo volume do sistema, e T (ρ,s) e´ a
temperatura.
Substituindo a equac¸a˜o (3.16) em (3.10) obte´m-se o resultado seguinte:
µ =
1
2
v2− Dφ
Dt
− sDθ
Dt
− γDβ
Dt
. (3.18)
Finalmente, substituindo a equac¸a˜o (3.18) em (3.13), e usando a equac¸a˜o (3.16) chega-
se a uma densidade lagrangiana cuja forma e´ especialmente simples e a` nova ac¸a˜o corres-
pondente
L = ρµ−ρε = p → S =
∫
d3x p . (3.19)
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3.2.2 As equac¸o˜es antigas no novo formalismo
De posse da equac¸a˜o (3.19), e´ poss´ıvel obter as equac¸o˜es de evoluc¸a˜o atrave´s do princ´ıpio
de Hamilton. Para isso, e´ preciso variar a seguinte expressa˜o
S =
∫∫
p(µ,s)d3xdt . (3.20)
Pelas equac¸o˜es (3.15) e (3.16), observa-se que
dp = ρdµ−ρTds . (3.21)
Introduzindo a priori a representac¸a˜o da velocidade por potenciais, equac¸a˜o (3.9),
Vi = ∂iφ + s∂iθ + γ∂iβ , (3.22)
juntamente com a equac¸a˜o (3.18), convenientemente reescrita na forma
µ =−∂φ
∂ t
− s∂θ
∂ t
− γ ∂β
∂ t
− 1
2
(∇φ + s∇θ + γ∇β )2 , (3.23)
obte´m-se
Dρ
Dt
= −ρ∇ · v , (3.24)
Dθ
Dt
= −T , (3.25)
Ds
Dt
= 0 , (3.26)
Dβ
Dt
= 0 , (3.27)
Dγ
Dt
= 0 . (3.28)
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As equac¸o˜es no novo formalismo (3.24)-(3.28) sa˜o equivalentes a`s tradicionais, no sentido
que todas as soluc¸o˜es das equac¸o˜es tradicionais sa˜o tambe´m soluc¸o˜es destas novas.
A refereˆncia [46] pode ser seguida a fim de obter a densidade hamiltoniana. Os autores
chamam atenc¸a˜o para o fato de que, ao contra´rio do caso usual, obte´m-se o mesmo nu´mero
de equac¸o˜es que usando o formalismo lagrangiano, uma vez que as equac¸o˜es lagrangianas
sa˜o de primeira ordem no tempo.
Ha´ apenas treˆs momentos canonicamente conjugados na˜o-nulos:
Πφ ≡ ∂L∂ φ˙ =−ρ, (3.29)
Πβ ≡
∂L
∂ β˙
=−ργ, (3.30)
Πθ ≡ ∂L∂ θ˙ =−ρs. (3.31)
A densidade hamiltoniana e´ simplesmente
H = φ˙Πφ + β˙Πβ + θ˙Πθ −L , (3.32)
e, usando (3.29)-(3.31), pode-se escrever
H =− 1
2Πφ
(
Πφ∇φ +Πβ∇β +Πθ∇θ
)2−Πφε(Πφ ,Πθ ). (3.33)
3.3 O formalismo de Schutz: a representac¸a˜o relati-
v´ıstica via potenciais de velocidade
Entre 1970 e 1971, dois importantes trabalhos publicados por B. F. Schutz [42, 43] com
o objetivo de analisar o comportamento de um fluido perfeito na versa˜o relativ´ıstica fo-
ram publicados. Como no formalismo de Seliger-Whitham, essa versa˜o tambe´m escreve
as equac¸o˜es hidrodinaˆmicas do fluido perfeito atrave´s de potenciais-velocidade. Neste
sentido, pode-se considerar esta versa˜o relativ´ıstica como uma generalizac¸a˜o do trata-
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mento proposto por Seliger-Whitham apresentado na sec¸a˜o anterior, ainda que na˜o exista
uma prova formal da reduc¸a˜o da versa˜o relativ´ıstica ao caso newtoniano, como ocorre na
Relatividade Geral e na Mecaˆnica Quaˆntica em relac¸a˜o a` Mecaˆnica Newtoniana.
Os trabalhos de Schutz descrevem o fluido perfeito na forma euleriana em termos de
seis potenciais, em que cinco sa˜o campos escalares e o sexto e´ a entropia s. Quando a
ac¸a˜o e´ variada com respeito aos campos escalares, as equac¸o˜es de evoluc¸a˜o dos potenciais-
velocidade sa˜o obtidas. Quando a ac¸a˜o e´ variada em relac¸a˜o ao tensor me´trico, e´ encon-
trada a equac¸a˜o de Einstein para o fluido.
A descric¸a˜o hamiltoniana do fluido e´ tambe´m obtida por Schutz. Esta ana´lise e´ fun-
damental para o processo de quantizac¸a˜o de Dirac utilizado na construc¸a˜o dos operadores
em Cosmologia Quaˆntica, atrave´s de sua correspondeˆncia com os observa´veis cla´ssicos.
3.3.1 O formalismo relativ´ıstico
O fluido perfeito relativ´ıstico de uma componente e´ representado por uma equac¸a˜o de
estado do tipo p = p(µ,s) e o tensor momento-energia e´ escrito como
T µν = (ρ + p)UµUν + pgµν
= ρ0µUµUν + pgµν , (3.34)
em que µ = (ρ + p)/ρ0 e´ a massa inercial espec´ıfica, tambe´m chamada de entalpia, con-
forme definida por Schutz nas refereˆncias [42, 43]. E´ importante destacar que na˜o existe
na literatura uma notac¸a˜o padronizada referente a` hidrodinaˆmica relativ´ıstica e nem com
respeito a` interpretac¸a˜o newtoniana desenvolvida por Seliger-Whitham [29]. Sendo assim,
na tabela 3.1 uma comparac¸a˜o entre as notac¸o˜es usadas neste trabalho sa˜o apresentadas,
de maneira similar ao encontrado em livros de hidrodinaˆmica relativ´ıstica [47]. Isso sera´
examinado novamento no Apeˆndice B.
Como se trata de um fluido perfeito, o tensor momento-energia na˜o apresenta vis-
cosidade ou conduc¸a˜o de calor e suas componentes num referencial inercial como´vel sa˜o
(ρ, p, p, p).
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Tabela 3.1: Notac¸o˜es hidrodinaˆmicas.
Quantidade/Refereˆncia Seliger [29] Schutz [42]
densidade de massa de repouso ρ ρ0
densidade de mate´ria-energia ε ρ = ρ0(1 +Π)
Entalpia µ = ε + pρ µ = 1 +Π+
p
ρ0 =
ρ+p
ρ0
A condic¸a˜o para conservac¸a˜o do nu´mero de ba´rions e´ expressa como
(ρ0Uµ);µ = 0 . (3.35)
Classicamente, este resultado corresponde a` conservac¸a˜o da massa, expressa pela equac¸a˜o
(3.2).
Ale´m disso, a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o da quadri-velocidade e´
UνUν =−1 , (3.36)
a qual leva a
UνUν ;σ = 0 . (3.37)
Considerando o tensor momento-energia com divergeˆncia nula, isto e´,
T µν ;ν = 0 , (3.38)
as equac¸o˜es de evoluc¸a˜o podem ser expressas na forma de leis de conservac¸a˜o.
As equac¸o˜es hidrodinaˆmicas do fluido relativ´ıstico sera˜o obtidas tendo como base as
refereˆncias [42] e [48]
A partir dos v´ınculos impostos pelas relac¸o˜es (3.35) e (3.36), as quatro equac¸o˜es em
(3.38) governara˜o o movimento de um fluido cuja equac¸a˜o de estado e´ conhecida. Para
obter uma interpretac¸a˜o clara da equac¸a˜o (3.38), as componentes perpendicular e paralela
a` quadrivelocidade precisam ser separadas. Para a componente paralela, pode-se escrever
UµT µν ;ν =Uµ [ρ0µUµUν + pgµν ] ;ν =Uν p,ν −ρ0Uνµ,ν = 0 , (3.39)
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em que foram usadas as equac¸o˜es (3.35), (3.36) e (3.37). A partir de p,ν = ρ0µ,ν−ρ0 Ts,ν ,
isto e´, da versa˜o relativ´ıstica da equac¸a˜o (3.21), a expressa˜o (3.39) torna-se
ρ0TUνs,ν = 0 , (3.40)
ou seja, o movimento de um fluido perfeito relativ´ıstico preserva a entropia por ba´rions.
Classicamente, este resultado corresponde a conservac¸a˜o da entropia espec´ıfica, equac¸a˜o
(3.3).
Para deixar expl´ıcita a componente perpendicular, define-se o seguinte tensor projetor:
Pσ µ = δσ µ +UσUµ . (3.41)
Sob a ac¸a˜o do projetor acima, a equac¸a˜o (3.38) pode ser escrita na forma
Pσ µT µν ;ν = 0 ,
e usando as equac¸o˜es (3.35), (3.36) e (3.37), tem-se ainda que
−Pσ ν p,ν = µρ0Uσ ;νUν . (3.42)
Tomando Uν = δ ν 0, a seguinte expressa˜o pode ser encontrada:
−~∇p = (ρ + p)d~v
dτ
, (3.43)
em que ~v e´ a trivelocidade e τ e´ o tempo pro´prio. Desse modo, a expressa˜o (3.42) e´ a
versa˜o relativ´ıstica de (3.1). Usando o teorema de Pfaff4, observa-se que ha´ quatro func¸o˜es
escalares (A,B,C,D) que descrevem a quadrivelocidade, de modo que
Uν = AB,ν +CD,ν .
4O teorema de Pfaff e´ um antigo resultado de formas diferenciais [42].
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Schutz estendeu a proposta de Seliger-Whitham para o formalismo relativ´ıstico com
a introduc¸a˜o de dois novos potenciais, cada um dos quais com sua pro´pria equac¸a˜o de
evoluc¸a˜o. Com isso, a quadrivelocidade toma a seguinte forma:
Uν = µ−1(φ,ν +ξβ,ν +θ s,ν) . (3.44)
Logo, s e´ a entropia por ba´rions e µ e´ a entalpia. Esta e´ um generalizac¸a˜o da equac¸a˜o
(3.9) com a introduc¸a˜o da entalpia como um novo potencial e a substituic¸a˜o do termo
−sθ ,ν por θs,ν .
Os potenciais ξ e β esta˜o associados a movimentos rotacionais e sa˜o nulos em teorias
que descrevem sistemas homogeˆneos.
Impondo a equac¸a˜o (3.36), tem-se
µ2 =−gσν(φ,σ +ξβ,σ +θ s,σ )(φ,ν +ξβ,ν +θ s,ν) , (3.45)
isto e´, a entalpia e´ uma func¸a˜o dos outros potenciais-velocidade, de maneira similar ao
exposto pela equac¸a˜o (3.18).
Para a formulac¸a˜o ser u´til, em conformidade com a quadrivelocidade apresentada na
equac¸a˜o (3.44), e´ necessa´rio que as equac¸o˜es conhecidas de um fluido perfeito possam
ser reproduzidas a partir de uma ac¸a˜o adequada. Como mencionado previamente, a
representac¸a˜o de Schutz esta´ associada a uma Lagrangiana, que generaliza a equac¸a˜o
(3.19) para o caso relativ´ıstico, com a forma
L =
√−g(R+ 16pi p) , (3.46)
em que R e´ o escalar de curvatura, como definido na equac¸a˜o (2.6), e p e´ a pressa˜o do
fluido.
Considere a seguinte ac¸a˜o
S =
∫
d4x
√−g(R+ 16pi p) . (3.47)
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O ca´lculo da variac¸a˜o da ac¸a˜o acima e´ obtido de
δ (
√−gR) =
(
Rσν − 12gσνR
)√−gδgσν ,
e
δ (
√−g p) =
(
−1
2
pgσν +
∂ p
∂µ
∂µ
∂gσν
)√−gδgσν ,
mas, considerando a equac¸a˜o (3.45), pode-se escrever
∂µ
∂gσν
=−µ
2
UσUν .
Ale´m disso, da equac¸a˜o (3.21), obte´m-se
∂ p
∂µ
=
(ρ + p)
µ
,
e enta˜o,
δ (
√−gp)
δgσν
=−
√−g
2
[pgσν +(ρ + p)µUσUν ] .
Se δSδg = 0, encontra-se as conhecidas equac¸o˜es de Einstein para um fluido perfeito:
δS
δgµν
= 0 → Rσν − 12gσνR = 8pi[pgσν +(ρ + p)UσUν ] . (3.48)
Variando a ac¸a˜o em relac¸a˜o aos potenciais-velocidade β , ξ , S e θ , respectivamente, num
procedimento ana´logo ao realizado previamente, obte´m-se quatro equac¸o˜es de primeira
ordem na˜o lineares acopladas
Uνξ,ν = 0 , (3.49)
Uνβ,ν = 0 , (3.50)
Uνθ,ν = T , (3.51)
Uνs,ν = 0 . (3.52)
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Contraindo (3.44) com Uν e usando (3.50) e (3.52) pode-se escrever:
Uνφ,ν =−µ . (3.53)
Finalmente, variando a ac¸a˜o com respeito a φ , recupera-se a conservac¸a˜o do nu´mero de
ba´rions (3.35).
As equac¸o˜es (3.51) e (3.53) refletem o cara´ter dinaˆmico dos potenciais θ e φ com suas
evoluc¸o˜es determinadas pelas condic¸o˜es termodinaˆmicas do fluido.
As equac¸o˜es no novo formalismo sa˜o tambe´m equivalentes a`quelas do formalismo an-
tigo. A prova desta equivaleˆncia foi feita por Schutz em [42] de um modo muito elegante.
3.4 Aplicac¸a˜o do formalismo de Schutz a` Cosmologia
Quaˆntica
A quantizac¸a˜o em minissuperespac¸o torna poss´ıvel obter soluc¸o˜es exatas para a equac¸a˜o de
Wheeler-DeWitt. Entretanto, ha´ dois altos prec¸os pagos neste procedimento. O primeiro
consiste na reduc¸a˜o do nu´mero de graus de liberdade do sistema o que, em algumas
circunstaˆncias, pode sugerir que importantes efeitos da gravitac¸a˜o na˜o se manifestem nos
modelos. O segundo, devido a` utilizac¸a˜o do formalismo ADM, e´ a perda de uma varia´vel
dinaˆmica que possa ser facilmente associada ao tempo.
Em Cosmologia, o conteu´do material do universo pode ser modelado como um fluido.
A descric¸a˜o deste fluido via o formalismo de Schutz permite a introduc¸a˜o de graus de
liberdade adicionais a` teoria. Embora isso possa representar um aumento das dificuldades
te´cnicas em obter a func¸a˜o de onda do Universo, aos graus de liberdade do fluido perfeito
atribui-se a evoluc¸a˜o temporal, de tal modo que o tempo e´ introduzido fenomenologica-
mente no modelo.
Como um exemplo, um modelo cosmolo´gico quaˆntico homogeˆneo e isotro´pico com
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me´trica de FLRW e´ analisado:
ds2 =−N(t)2dt2 +a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2dθ 2 + r2 sin2θ dϕ2
)
. (3.54)
A ac¸a˜o da gravitac¸a˜o sem a presenc¸a de outros campos ale´m do gravitacional e´ dada
por:
Sg =
∫
d4x
√−gR . (3.55)
O formalismo Hamiltoniano pode ser usado para descrever o sistema. Com a me´trica
(3.54) e com a ac¸a˜o (4.2), obte´m-se a Hamiltoniana associada ao campo gravitacional:
Hg =− p
2
a
24a
−6ka , (3.56)
em que pa e´ o momento canonicamente conjugado ao fator de escala a.
O conteu´do material do universo e´ modelado como um fluido perfeito descrito pelo
formalismo de Schutz. No caso de um universo de FLRW, a ac¸a˜o do fluido, dada por
S f =
∫
d4x
√−gp ,
pode ser escrita como
S f =
∫
dt Na3ρ ,
em que um fator de fase global da integral espacial foi descartado uma vez que na˜o exerce
influeˆncia nas equac¸o˜es de movimento.
Usando novamente a me´trica (3.54) e a densidade de energia em termos da entalpia
(B.9)5, tem-se que:
S f =
∫
dt
[
Na3(α)
(
µ
α + 1
)α+1
α
e−
s
α
]
. (3.57)
Como uma consequeˆncia da equac¸a˜o (3.45) pode-se escrever
µ =
1
N
(φ˙ +θ s˙) . (3.58)
5Detalhes podem ser encontrados no apeˆndice B.
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Aqui, considera-se que os potenciais-velocidade escalares que descrevem movimentos de
rotac¸a˜o sa˜o nulos devido a`s simetrias do modelo. Inserindo a equac¸a˜o acima em (3.57)
obte´m-se que
S f =
∫
dt
[
N−
1
α a3
α
(α + 1)
α+1
α
(φ˙ +θ s˙)
α+1
α e−
s
α
]
,
e enta˜o,
L f = N−
1
α a3
α
(α + 1)
α+1
α
(φ˙ +θ s˙)
α+1
α e−
s
α . (3.59)
Logo, os momentos canonicamente conjugados φ e s podem ser reescritos como
Pφ = N−
1
α a3 (φ˙ +θ s˙)
1
α (α + 1)−
1
α e−
s
α , (3.60)
e
Ps = θ Pφ .
Por me´todos canoˆnicos, a Hamiltoniana do fluido, H f , pode ser expressa como
NH f = φ˙Pφ + s˙Ps−L f
= (φ˙ +θ s˙)Pφ −N−
1
α a3
α
(α + 1)1+
1
α
(φ˙ +θ s˙)1+
1
α e−
s
α . (3.61)
Usando a equac¸a˜o (3.60) tem-se que
H f =
Pα+1φ e
S
a3(α)
.
Para reescrever a Hamiltoniana de um modo mais simples, introduz-se a seguinte
transformac¸a˜o canoˆnica:
t =−Pse−sP−α+1ε , pt = Pα+1ε es , ε¯ = ε−α + 1
Ps
Pε
, P¯ε = Pε . (3.62)
Enta˜o,
H f =
pt
a3α
. (3.63)
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Observa-se o aparecimento de um momento linear canoˆnico na teoria associado aos graus
de liberdade do fluido perfeito, o qual sera´ associado ao tempo.
Com a Hamiltoniana (3.63), a Hamiltoniana total, H, a qual descreve o comportamento
dinaˆmico do universo pode ser escrita como
H = Hg +H f =− p
2
a
24a
−6ka+ pt
a3α
. (3.64)
De acordo com a quantizac¸a˜o de Dirac, tem-se que
pk→ pˆk =± i ∂∂qk ,
e a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt e´ obtida fazendo o operador resultante atuar como um
aniquilador da func¸a˜o de onda do Universo Ψ de tal modo que
HˆΨ(a, t) =
(
− 1
24a
∂ 2
∂a2
−6ka+a−3α ∂
∂ t
)
Ψ(a, t) = 0 . (3.65)
Note que a introduc¸a˜o dos graus de liberdade associados ao fluido fizeram surgir um
termo na Hamiltoniana que depende linearmente de um dos momentos canoˆnicos, trans-
formando a equac¸a˜o acima numa leg´ıtima equac¸a˜o de Schro¨edinger com a qual a evoluc¸a˜o
do sistema pode ser descrita. Neste ponto, o formalismo de Schutz e´ uma poderosa fer-
ramenta por associar aos graus de liberdade do fluido, incluindo sua entropia, o papel
crucial de tempo.
3.5 O formalismo de Schutz e a gravitac¸a˜o de Horˇava-
Lifshitz
Mu´ltiplos modelos cosmolo´gicos associados a conteu´dos materiais distintos podem ser
estudados a partir da escolha de diferentes valores do paraˆmetro α [12,49,50,84], estando
cada fase da evoluc¸a˜o do Universo associada a um fluido predominante. Pode-se questionar
que a introduc¸a˜o fenomenolo´gica de um fluido associado a` mate´ria presente no universo
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seja um processo um tanto artificial. Entretanto, cena´rios cosmolo´gicos matematicamente
equivalentes aos constru´ıdos atrave´s do formalismo de Schutz podem ser encontrados em
outros modelos que tomam como base abordagens distintas. Em particular, pode-se citar
uma nota´vel conexa˜o entre o modelo de FLRW preenchido com um fluido de mate´ria
r´ıgida [51], por exemplo, o qual exerce relevante contribuic¸a˜o para a histo´ria do Universo
primordial, com o modelo de FLRW constru´ıdo a partir de uma ac¸a˜o modificada da
gravitac¸a˜o: a de Horˇava-Lifshitz [52–57].
A construc¸a˜o de uma teoria quaˆntica para a gravitac¸a˜o e´ um dos mais importantes
problemas em aberto em F´ısica teo´rica. O estabelecimento do Modelo Padra˜o de Part´ıcu-
las e Campos, apo´s o advento da Mecaˆnica Quaˆntica, permitiu descrever treˆs das quatro
interac¸o˜es fundamentais: o Eletromagnetismo e as interac¸o˜es nucleares Forte e Fraca. Por
outro lado, a teoria da Relatividade Geral possibilita a descric¸a˜o da quarta interac¸a˜o, a
gravitacional. Deve-se destacar que, em ambos os casos, importantes resultados puderam
ser obtidos, sendo alguns confirmados recentemente: a detecc¸a˜o do Bo´son de Higgs, ja´
previsto pelo Modelo Padra˜o [58] e a observac¸a˜o das ondas gravitacionais, previstas por
Einstein [59]. Contudo, apesar destes resultados animadores, existe um aspecto que difi-
culta o estabelecimeno de uma teoria quaˆntica para a gravitac¸a˜o: a teoria da Relatividade
Geral e´ na˜o-renormaliza´vel. Uma alternativa e´ modificar a teoria introduzindo correc¸o˜es
na ac¸a˜o de Einstein-Hilbert com termos de ordens superiores em R (como RµνRµν). En-
tretanto, este procedimento acaba por provocar perda de unitariedade. O teorema de
Ostrogradsky possui uma consequeˆncia que explica este fato: qualquer teoria da gravi-
dade que admita derivadas temporais de ordem maior que 2 e que seja invariante sob
transformac¸o˜es de Lorentz e´ insta´vel6.
O pro´prio teorema pode ser usado como base para justificar o seguinte fato: e´ poss´ıvel
introduzir na Lagrangiana associada a uma teoria quaˆntica da gravitac¸a˜o derivadas espa-
ciais de ordem maior que 2, preservando a derivada temporal com ordem inferior, desde
que se abra ma˜o da invariaˆncia de Lorentz. E´ este o caminho seguido pela gravitac¸a˜o
de Horˇava. A gravitac¸a˜o de Horˇava-Lifshitz propo˜e a quebra da invariaˆncia de Lorentz
6Teorema de Ostogradsky: Um sistema na˜o e´ esta´vel se e´ descrito por uma Lagrangiana na˜o-
degenerada que admite derivada temporal maior que 2.
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com um escalonamento anisotro´pico do tipo Lifshitz entre o espac¸o e o tempo a altas
energias e aproximadamente recupera a invariaˆncia em situac¸o˜es de baixas energias, isto
e´, na regia˜o do infravermelho. Espera-se que esta teoria seja renormaliza´vel e unita´ria em
altas energias.
A quebra da invariaˆncia de Lorentz e´ executada atrave´s da utilizac¸a˜o de um escalona-
mento anisotro´pico que tem origem nos campos escalares de Lifshitz presentes em mate´ria
condensada. Sendo t a coordenada temporal e xi a representac¸a˜o das coordenadas espaci-
ais, o escalonamento e´ escrito como
t→ b−zt , xi→ b−1x′ i , (i = 1,2, ...,d) , (3.66)
em que z e´ o chamado expoente cr´ıtico. A invariaˆncia de Lorentz exige que z = 1. Caso
z seja maior ou igual a d, a invariaˆncia sera´ quebrada. Numa variedade Riemanniana
tridimensional, d = 3, o que sera´ o valor considerado para z. Mesmo assim, a teoria
respeita a foliac¸a˜o do espac¸o preservando o difeomorfismo quadridimensional, a principal
simetria da Relatividade Geral, o que implica que todos os v´ınculos sa˜o mantidos e nenhum
e´ adicionado7. Assim, o formalismo ADM e, por consequeˆncia, a abordagem canoˆnica da
gravitac¸a˜o permanecem inalterados.
A ac¸a˜o de Horˇava-Lifshitz, em n´ıvel cosmolo´gico, e´ dada por [54,55]
SHL =
MPl
2
∫
d3xdt N
√
g
[
Ki jKi j−λK2−g0M2Pl−g1R−g2M−2Pl R2−g3M−2Pl Ri jRi j−
−g4M−4Pl R3−g5M−4Pl R(Ri jR ji)−g6M−4Pl Ri jR jkRki−g7M−4Pl R∇2R−g8M−4Pl R jk;iR jk;i
]
,
(3.67)
em que MPl denota a massa de Planck e gi representa constantes adimensionais. Note que
se g1 =−1 e λ → 1 a Relatividade Geral pode ser recuperada com os demais gi anulando-
se. A constante cosmo´gica Λ pode ser escrita em unidades de Planck como Λ = g0M
2
Pl
2 .
7Entretanto, na gravitac¸a˜o de Horˇava-Lifschitz, ao contra´rio da Relatividade Geral, o escalonamento
anisotro´pico exposto na equac¸a˜o (3.66) implica que ha´ agora treˆs v´ınculos locais (de fato, treˆs v´ınculos
em cada ponto espacial para cada variedade e portanto para cada tempo) e um global (um v´ınculo
Hamiltoniano integrado sobre todo espac¸o para cada tempo).
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Substituindo a me´trica de FLRW, redefinindo as constantes gi como [60,61]
gc =
2
3λ −1 , (3.68)
gΛ =
ΛM−2Pl
9pi2(3λ −1)2 , (3.69)
gR = 24pi2(3g2 +g3) , (3.70)
gs = 288pi4(3λ −1)(9g4 + 3g5 +g6) , (3.71)
e escolhendo unidades apropriadas, a ac¸a˜o (3.67) passa a ser da forma seguinte:
SHL =
1
2
∫
dt
(
N
a
)[
−
( a
N
a˙
)2
+gca2−gΛa4−gR− gsa2
]
. (3.72)
Seguindo o formalismo canoˆnico, pode-se escrever a Hamiltoniana associada a` ac¸a˜o de
Horˇava-Lifshitz como
H =− p
2
a
24a
−gca−gΛa3 + gRa +
gS
a3
. (3.73)
Na refereˆncia [54] o modelo cosmolo´gico de Horˇava-Lifshitz, em associac¸a˜o com a
equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt usa a superposic¸a˜o de estados quaˆnticos estaciona´rios quase-
gaussianos obtidos para descrever a transic¸a˜o do regime quaˆntico para o regime cla´ssico
do Universo. A ana´lise desta transic¸a˜o e´ realizada atrave´s do uso da chamada func¸a˜o de
Wigner e o correspondente fluxo de Wigner. A superposic¸a˜o destes estados leva o fluxo
de Wigner a apresentar comportamento fortemente oscilato´rio, o qual e´ atenuado pela
presenc¸a de conteu´dos materiais t´ıpicos da fase primordial do Universo po´s-inflaciona´rio:
radiac¸a˜o, constante cosmolo´gica, curvatura e mate´ria r´ıgida. Na refereˆncia [62], um modelo
cosmolo´gico quaˆntico de Horˇava-Lifshitz e´ proposto, tendo seu conteu´do material descrito
por um fluido de radiac¸a˜o introduzido via formalismo de Schutz.
Uma interessante consequeˆncia da gravitac¸a˜o de Horˇava-Lifshitz pode ser obtida a
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partir da equac¸a˜o (3.73) [57]. Utilizando-se o formalismo Hamiltoniano, pode-se obter
3(3λ −1)
2
a˙
a
= 8piG
[
ρ +
C(t)
a3
]
, (3.74)
em que ρ = 38piG
( a˙
a
)
e´ a densidade de energia total da mate´ria. A relac¸a˜o acima assemelha-
se a` equac¸a˜o de Friedmann mas com um termo extra do tipo C(t)a3 que sugere a mate´ria
escura a baixas energias. Portanto, com a me´trica de FLRW, algo como a mate´ria escura
parece emergir na teoria de Horˇava como uma constante de integrac¸a˜o.
A ac¸a˜o de Horˇava-Lifshitz emprega a condic¸a˜o de balanc¸o para as componentes de
curvatura descritas por constantes de acomplamento adimensionais gi. Isto permite iden-
tificar na Hamiltoniana do minissuperespac¸o produzido a partir dessa ac¸a˜o, com me´trica
de FLRW, contribuic¸o˜es ana´logas a`quelas associadas a certos fluidos perfeitos descritos
pelo formalismo de Schutz acoplados a` ac¸a˜o de Einstein convencional, ainda que tenham
origens completamente distintas. De fato, a equac¸a˜o (3.64) pode ser particularizada para
o fluido de mate´ria r´ıgida, α = 1, e utilizando-se um calibre adequado, pode-se escrever:
H =− p
2
a
24a
−6ka+ pT
24a3
. (3.75)
Ja´ para o caso de radiac¸a˜o, α = 1/3, tem-se que
H =− p
2
a
24a
−6ka+ pT
24a
. (3.76)
Nos dois casos, encontra-se em (3.73) o correspondente termo aos respectivos fluidos,
mostrando que as equac¸o˜es sa˜o equivalentes para os fatores gi apropriados. Desse modo,
a contribuic¸a˜o da mate´ria, a qual pelo formalismo de Schutz e´ feita a partir de um fluido
perfeito relativ´ıstico, pode ser introduzida elegantemente no contexto da Cosmologia de
Horˇava-Lifshitz, o que a primeira vista e´ um resultado curioso uma vez que e´ nota´vel a
diferenc¸a entre as origens das duas abordagens.
No trabalho original de Horˇava na˜o havia o termo ana´logo ao de mate´ria r´ıgida, gs, o
qual veio a ser introduzido em artigos posteriores [55,63]. Nos cap´ıtulos seguintes o fluido
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de mate´ria r´ıgida sera´ utilizado em dois contextos distintos: num modelo preenchido
por dois fluidos (mate´ria r´ıgida e radiac¸a˜o) e num Universo anisotro´pico descrito pela
me´trica de Kantowski-Sachs. Conve´m, portanto, descrever alguns aspectos deste fluido
em particular.
3.6 Acerca do fluido de mate´ria r´ıgida
Um dos objetivos da Cosmologia Quaˆntica e´ estabelecer condic¸o˜es iniciais que justifiquem
certos fenoˆmenos e e´pocas presentes no Modelo Cosmolo´gico Padra˜o, sobretudo aquelas
que ocorrem pro´ximas ao in´ıcio do Universo. Uma delas e´ a era da inflac¸a˜o [64–66], um
per´ıodo de expansa˜o exponencial pelo qual passou o Universo e que deixou rel´ıquias na
radiac¸a˜o co´smica de fundo (CMB). De fato, a inflac¸a˜o se apresenta como a mais remota
fase com respeito a qual dados experimentais podem ser obtidos [67]. A violenta expansa˜o
a que o Universo e´ submetido no per´ıodo inflaciona´rio sugere que deve ter ocorrido uma
considera´vel reduc¸a˜o de sua temperatura, a qual precisaria ter um valor adequado a fim
de que se pudesse iniciar a chamada era da nucleoss´ıntese primordial, e´poca em que sa˜o
produzidos os primeiros elementos qu´ımicos leves, tais como o Hidrogeˆnio, o He´lio, o
L´ıtio e seus iso´topos [68]. Por esta raza˜o, a existeˆncia de uma era inflaciona´ria impo˜e
que o Universo tenha atravessado, entre a inflac¸a˜o e a nucleoss´ıntese, um per´ıodo de
reaquecimento.
A descric¸a˜o desta e´poca e´ ainda carregada de certas incertezas. Durante algum tempo
acreditou-se que este per´ıodo era dominado por um fluido de radiac¸a˜o (α = 1/3). Contudo,
atualmente admite-se a hipo´tese de que no intervalo de tempo que decorre entre o fim
da inflac¸a˜o e o in´ıcio da nucleoss´ıntese, a radiac¸a˜o teve seu protagonismo antecedido pelo
chamado fluido de mate´ria r´ıgida (α = 1) [70, 71]. Proposto por Zel’dovich na de´cada
de 60, o fluido perfeito de mate´ria r´ıgida e´ constitu´ıdo de um ga´s frio de ba´rions cuja
equac¸a˜o de estado e´ p = ρ e pode ser descrito atrave´s de um campo escalar livre na˜o-
massivo [72, 73]. O ca´lculo da densidade de energia para a mate´ria r´ıgida revela que esta
quantidade e´ proporcional, no calibre N = 1, a a−6 e o universo expande-se de modo mais
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ra´pido do que quando dominado por um fluido de radiac¸a˜o, cuja densidade de energia no
mesmo calibre e´ proporcional a a−4. Em comparac¸a˜o com os modelos que admitem que o
per´ıodo entre a inflac¸a˜o e a nucleoss´ıntese foi dominado apenas pela radiac¸a˜o, aqueles que
consideram a existeˆncia do fluido de mate´ria r´ıgida preveˆem modificac¸o˜es na descric¸a˜o
da bariogeˆnese devido a expansa˜o e ao resfriamento do Universo, sendo mais eficientes
para explicar a abundaˆncia observada de part´ıculas barioˆnicas [74–76]. A presenc¸a do
fluido de mate´ria r´ıgida deve ainda ter contribu´ıdo para o aspecto do espectro das ondas
gravitacionais criadas durante a inflac¸a˜o [77–79].
Devido a` relevaˆncia da mate´ria r´ıgida no Universo remoto, modelos cosmolo´gicos em
que este fluido e´ considerado teˆm sido estudados ja´ ha´ algum tempo [80–83]. Nos pro´xi-
mos cap´ıtulos, o fluido de mate´ria r´ıgida e´ introduzido em modelos em que esta˜o presentes
outros graus de liberdade. No cap´ıtulo seguinte, investiga-se um cena´rio, sob os aspectos
cla´ssico e quaˆntico, em que a mate´ria r´ıgida vem acompanhada de um fluido de radiac¸a˜o,
ambos descritos pelo formalismo de Schutz. Em seguida, no Cap´ıtulo 5, graus de liber-
dade de natureza geome´trica sa˜o introduzidos a partir do uso da me´trica anisotro´pica de
Kantowski-Sachs.
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Cap´ıtulo 4
Cosmologia Quaˆntica com dois
fluidos: radiac¸a˜o e mate´ria r´ıgida
4.1 Introduc¸a˜o
A soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt para uma me´trica e campos quaisquer definidos
sobre uma variedade espacial e´ o grande objetivo de uma Teoria Quaˆntica da Gravitac¸a˜o
que siga a abordagem canoˆnica. Entretanto, na˜o sa˜o conhecidas soluc¸o˜es para a equac¸a˜o de
Wheeler-DeWitt no superespac¸o. No caso da Cosmologia Quaˆntica tal problema e´ menos
preocupante uma vez que o Universo possui simetrias. Uma vez fixada a me´trica, os
campos e o conteu´do material, a func¸a˜o de onda do Universo pode, a princ´ıpio, ser obtida
no assim definido minissuperespac¸o. Entretanto, espera-se que a inclusa˜o de um nu´mero
crescente de novos graus de liberdade no problema torne mais realistas os resultados
obtidos e conduza a uma descric¸a˜o mais acurada dos fenoˆmenos estudados, ainda que leve
a complicac¸o˜es te´cnicas. A adic¸a˜o destes novos graus de liberdade pode ser realizada por
diferentes vias. Na descric¸a˜o hidrodinaˆmica do conteu´do material, um caminho adequado
consiste em utilizar na˜o apenas um, mas dois fluidos [12,21,48].
Neste cap´ıtulo, estuda-se um modelo cosmolo´gico quaˆntico homogeˆneo e isotro´pico,
descrito pela me´trica de FLRW, com dois fluidos perfeitos que exercem um importante
papel no universo primitivo: mate´ria r´ıgida e radiac¸a˜o, cujas equac¸o˜es de estado sa˜o,
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respectivamente, p = ρ e p = 1/3ρ . Radiac¸a˜o e mate´ria r´ıgida desempenham, simulta-
neamente, pape´is importantes em determinadas fases do Universo como, por exemplo na
e´poca do reaquecimento apo´s a inflac¸a˜o [82, 83]. Ambos os fluidos sa˜o descritos atrave´s
do formalismo de Schutz e um deles e´ escolhido para fazer o papel de tempo na teoria,
seguindo os mesmos passos ja´ estudados no Cap´ıtulo 3, permitindo que se obtenha como
resultado, no caso quaˆntico, uma func¸a˜o de onda do Universo dependente do tempo. Na
sec¸a˜o seguinte o modelo e´ constru´ıdo para o caso cla´ssico, em que se obte´m analiticamente
o comportamento do fator de escala do universo.
4.2 Modelo cla´ssico de FLRW com fluidos de mate´-
ria r´ıgida e radiac¸a˜o descritos via formalismo de
Schutz
Considere um Universo homogeˆneo e isotro´pico cuja geometria e´ descrita pela me´trica de
FLRW,
ds2 =−N(t)2dt2 +a(t)
(
1
1− kr2 + r
2dθ 2 + r2sin2θdφ2
)
, (4.1)
em que N(t) e´ a func¸a˜o lapso, k e´ o paraˆmetro de curvatura, que pode assumir os valores
−1,0,1 e a(t) e´ o fator de escala do Universo. A ac¸a˜o associada ao campo gravitacional e´
dada por
Sg =
∫ √−gRd4x+∫
∂M
d3x
√
hhi jKi j , (4.2)
em unidades tais que (8piG/3)
1
2 = 1, R e´ o escalar de Ricci do espac¸o-tempo, hi j e´ a
trime´trica sobre a fronteira ∂M da quadrivariedade M e Ki j e´ a curvatura extr´ınseca.
Substituindo a me´trica (4.1) em (4.2) e usando o formalismo ADM da Relatividade Geral
[15], e´ poss´ıvel escrever a Hamiltoniana da gravitac¸a˜o como
Hg =− p
2
a
24a
−6ka . (4.3)
Neste modelo, um Universo descrito por dois fluidos perfeitos que na˜o interagem e´
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considerado: mate´ria r´ıgida e radiac¸a˜o. Para descrever o comportamento dinaˆmico destes
fluidos utiliza-se o formalismo de Schutz, conforme o Cap´ıtulo 3. Sendo assim, como a
Hamiltoniana da mate´ria e´ dada por
H f =
pT
a3α
, (4.4)
e a Hamiltoniana total e´ H =Hg +H f , usando a equac¸a˜o (4.3), tem-se que
H =− p
2
a
24a
−6ka+ pT
a3α
. (4.5)
Novamente, ressalte-se que a Hamiltoniana acima e´ linear em um dos momentos e portanto
e´ poss´ıvel introduzir a varia´vel T como um tempo de fase global [85].
O formalismo ADM tambe´m mostra que a func¸a˜o lapso N age como um multiplicador
de Lagrange do sistema, tal que
H ≈ 0 , (4.6)
em que o s´ımbolo ≈ 0 significa fracamente zero.
Considerando a presenc¸a dos dois fluidos, pode-se escrever
H = NH = N
(
− p
2
a
24a
−6ka+ pT
a3α
+
pσ
a3β
)
. (4.7)
Neste ponto, particulariza-se para os fluidos perfeitos de radiac¸a˜o (α = 13) e mate´ria r´ıgida
(β = 1) e considera-se o caso de curvatura nula (k = 0). Deste modo, a equac¸a˜o (4.7) fica
escrita sob a forma
H = NH = N
(
− p
2
a
24a
+
pT
a
+
pσ
a3
)
. (4.8)
Usando as equac¸o˜es de Hamilton, pode-se escrever
p˙a =−∂ (NH )∂a =−N
(
p2a
24a2
− pT
a2
−3 pσ
a4
)
, (4.9)
p˙T =−∂ (NH )∂T = 0 → pT = const. , (4.10)
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p˙σ =−∂ (NH )∂σ = 0 → pσ = const. , (4.11)
a˙ =
∂ (NH )
∂ pa
=−Npa
12a
, (4.12)
T˙ =
∂ (NH )
∂ pT
=
N
a
, (4.13)
σ˙ =
∂ (NH )
∂ pσ
=
N
a3
. (4.14)
Procede-se a` escolha t = T , tal que N = a em (4.13). Enta˜o, T deve ser o tempo conforme,
de modo que o papel de tempo na teoria e´ realizado pelo fluido de radiac¸a˜o. Usando o
calibre N = a nas equac¸o˜es de Hamilton e na equac¸a˜o de v´ınculo (4.6), obte´m-se a equac¸a˜o
da dinaˆmica cla´ssica para o fator de escala
a˙2− 1
6
(
pT +
pσ
a2
)
= 0 , (4.15)
ou
a¨+
1
6
pσ
a3
= 0 , (4.16)
Note que comparando a equac¸a˜o (4.15) com a equac¸a˜o de Friedmann obtida das equa-
c¸o˜es de Einstein, e´ poss´ıvel identificar
pσ =
M−2Pl
2
ρ∗s , (4.17)
pT =
M−2Pl
2
ρ∗r , (4.18)
em que MPl e´ a massa de Planck reduzida e ρ∗s e ρ∗r sa˜o as densidades de mate´ria r´ıgida
e de radiac¸a˜o quando a = a∗.
Pode-se agora integrar a equac¸a˜o (4.15). Com isso, encontra-se
a(τ) =
√
rA2t2 + 2At (4.19)
com r = ρ
∗
r
ρ∗s
e A2 = M
−2
Pl
3 ρ
∗
s .
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O tempo conforme t esta´ relacionado ao tempo co´smico τ via dτ = N(t)dt = a(t)dt e
com ajuda da equac¸a˜o (4.19), encontra-se:
τ =
ln
(√
2rA3
)
√
r3A2
+
a(τ)
2
(
1
rA
+ t
)
−
ln
(
rA2t1/2 +
√
2rA3 + r2A4t
)
√
r3A2
. (4.20)
Usando as equac¸o˜es (4.19) e (4.20) pode-se esboc¸ar o gra´fico do fator de escala a como
uma func¸a˜o do tempo co´smico τ . Na figura (4.1) e´ mostrado o comportamento do fator
de escala para diferentes valores de densidades de mate´ria r´ıgida e radiac¸a˜o no ponto fixo
a∗ = 1. A taxa de crescimento do fator de escala e´ mais sens´ıvel para a quantidade de
mate´ria r´ıgida, mas como seu valor cai muito rapidamente, o fator de escala tende muito
rapidamente para o comportamento do Universo permeado pelo fluido de radiac¸a˜o. Neste
cena´rio, o Universo contendo estes dois fluidos e´ singular em seu in´ıcio.
0 1 2 3 4
0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
Τ HMPlL
a
HΤL
ΡS
*= MPl, r=0.5
ΡS
*=MPl, r=10-3
ΡS
*= 0.1MPl, r=0.5
ΡS
*= 0.1MPl, r=10-3
Figura 4.1: Comportamento cla´ssico de um modelo com dois fluidos: mate´ria r´ıgida e
radiac¸a˜o
Naturalmente, para valores pequenos de t e a, o formalismo cla´ssico na˜o e´ capaz de
47
CAPI´TULO 4. COSMOLOGIA QUAˆNTICA COM DOIS FLUIDOS: RADIAC¸A˜O E
MATE´RIA RI´GIDA
dar conta dos importantes efeitos quaˆnticos presentes nessa fase. Portanto, e´ necessa´rio
quantizar a teoria obtida.
4.3 Modelo quaˆntico
O modelo quaˆntico e´ constru´ıdo fazendo a quantizac¸a˜o dos momentos canonicamente
conjugados na equac¸a˜o (4.8) seguindo o procedimento proposto por [32]. Os momentos
associados a`s coordenadas a, T e σ sa˜o
pˆa =−i ∂∂a , pˆT =−i
∂
∂T
, pˆσ =−i ∂∂σ .
Enta˜o, o v´ınculo HamiltonianoH torna-se o operador Hˆ , o qual age como um aniquilador
da func¸a˜o de onda do Universo Ψ. Logo,
(
− ∂
2
∂a2
−144ka2 + 24i
a3α−1
∂
∂ t
+
24i
a3β−1
∂
∂σ
)
Ψ(a,σ , t) = 0 . (4.21)
A equac¸a˜o acima tem a forma de uma equac¸a˜o de Schro¨dinger. Esta e´ uma consequeˆncia do
uso do formalismo de Schutz para descrever o conteu´do material do universo. Ale´m disso,
o fator de escala do Universo e´ definido no domı´nio (0,∞). Isso significa que o operador
Hˆ na˜o e´, em geral, auto-adjunto. Portanto, a fim de garantir uma evoluc¸a˜o unita´ria,
o domı´nio do operador Hˆ definido acima deve ser: D(Hˆ) : L2(R+∗ ×R×R+; ∂∂aΨ(a=0) =
αΨ(a=0)).
Na hipo´tese de que Ψ possa ser escrita na forma de uma onda estaciona´ria, tem-se que
Ψ(a,σ , t) = ψ(a,σ)eiEt . (4.22)
Logo, (
− ∂
2
∂a2
−144ka2− 24E
a3α−1
+
24i
a3β−1
∂
∂σ
)
ψ(a,σ) = 0 . (4.23)
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Separando as varia´veis, busca-se uma soluc¸a˜o da forma
ψ(a,σ) = R(a)Σ(σ) .
Enta˜o,
− 1
R(a)
∂ 2
∂a2
R(a)−144ka2−24Ea1−3α =−24ia1−3β 1
Σ(σ)
∂
∂σ
Σ(σ) . (4.24)
Pode-se adotar a soluc¸a˜o seguinte para σ :
Σ(σ) = Ae−nσ , (4.25)
com n ∈ C e A constantes. Portanto:
d2R(a)
da2
+(144ka2 + 24Ea1−3α + 24ina1−3β )R(a) = 0 . (4.26)
A ana´lise e´ agora restrita ao caso α = 1/3, β = 1 e k = 0. Com a soluc¸a˜o de (4.26),
pode-se escrever a soluc¸a˜o de (4.21) para a func¸a˜o de onda Ψ como
ΨEn(a,σ , t) =
√
a
[
CJ√1−96in
2
(
√
24Ea)+DY√1−96in
2
(
√
24Ea)
]
e−nσ+iEt , (4.27)
comC e D constantes. Submetendo a func¸a˜o de onda a condic¸a˜o de contorno Ψ(0,σ , t) = 0,
obte´m-se
ΨEn(a,σ , t) =C
√
aJ√1−96in
2
(
√
24Ea)e−nσ+iEt . (4.28)
Apesar das condic¸o˜es de contorno, a func¸a˜o de onda acima na˜o e´ de quadrado inte-
gra´vel. E´ necessa´rio construir o pacote de onda superpondo as soluc¸o˜es para diferentes
valores de E e n. De maneira geral, tem-se que
ΨEn(a,σ , t) =C
√
a
∫
dng(n)e−nσ
∫
dE f (E)J√1−96in
2
(
√
24Ea)eiEt . (4.29)
49
CAPI´TULO 4. COSMOLOGIA QUAˆNTICA COM DOIS FLUIDOS: RADIAC¸A˜O E
MATE´RIA RI´GIDA
Adotando
√
24E = q e fazendo a escolha
f (q) = 12q
√
1−96in
2 e−γq
2
, γ ∈ R ,
pode-se construir o pacote em E, o qual e´ escrito em termos de func¸o˜es exponenciais
Ψqn(a,σ , t) =
C
√
a
12
∫
dng(n)e−nσ
∫
dqq
√
1−96in
2 +1J√1−96in
2
(qa)e(−γ+
it
24 )q
2
. (4.30)
A integral acima pode ser expressa em termos de func¸o˜es elementares na forma [86]
Ψn(a,σ , t) =
C
√
a
2γ− it12
e
− a2
4γ− it6
∫
dng(n)e−nσ
(
a
2γ− it12
)√1−96in
2
, (4.31)
sujeita a`s condic¸o˜es Re(γ− it24)> 0 e Re(
√
1−96in
2 )>−1. A integral acima pode ser resolvida
analiticamente fazendo 1−96in4 = u
2 e g(n)→ h(u) =− e−ξu
2
2i
√
6piCu
, ξ ∈R. Enta˜o, pode-se obter
Ψ(a,σ , t) =
6
√
a
(24− it)
√
24ξ − iσ
(
12ia
t + 24iγ
) 12
24ξ−iσ
e
iσ
96− 6a
2
24γ−it
[
1 +
+ erf
(√
6
24ξ − iσ ln
(
12ia
t + 24iγ
))]
, (4.32)
em que erf(x) e´ a func¸a˜o erro, descrita no Apeˆndice A, a qual na˜o tem forma fechada.
De acordo com as figuras 4.2 e 4.3, e´ fa´cil verificar que Ψ(a,σ , t)→ 0 quando o fator de
escala tende a zero, a→ 0, o que esta´ de acordo com as condic¸o˜es de contorno impostas.
Neste caso, definindo a densidade de probabilidade P(a) = |Ψ(a)|2, nota-se que P(a)→ 0
quando a→ 0 [87] de tal modo que a singularidade observada na versa˜o cla´ssica do modelo,
e´ aparentemente evitada neste caso quaˆntico.
A equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt (4.21) e´ compara´vel a` equac¸a˜o de Schro¨dinger para
uma part´ıcula sujeita a um potencial V (a,σ). A func¸a˜o de onda Ψ(a,σ) deve ser definida
num minissuperespac¸o bidimensional, a semi-reta 0 < a < ∞ e −∞ < σ < ∞. O Universo
de FLRW quantizado com dois fluidos e´ matematicamente equivalente a um problema
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t=0, Γ=1, Ξ=1 t=10, Γ=1, Ξ=1
t=0, Γ=10, Ξ=1
t=0, Γ=1, Ξ=10
Figura 4.2: Pacote de onda na˜o normalizado no plano a× σ para t fixo com va´rias
combinc¸o˜es dos treˆs paraˆmetros γ e ξ .
simples de Mecaˆnica Quaˆntica na˜o relativ´ıstica - a part´ıcula na “posic¸a˜o” (a,σ) representa
um universo com estas coordenadas. O extremo da func¸a˜o de onda indica um determi-
nado fator de escala a no qual e´ mais prova´vel que o Universo seja encontrado. Neste
fator de escala, o Universo e´ ainda quaˆntico, mas se dirige para o regime cla´ssico muito
rapidamente, como pode ser observado conforme as figuras (4.2) e (4.3).
O comportamento do pacote de onda (4.32) e´ exibido nas figuras 4.2, 4.3 e 4.4 para
cada par de varia´veis a, σ e t. O pacote vai a 0 a` medida que as varia´veis crescem, mas a
taxa de decre´scimo depende dos valores das treˆs varia´veis fixas e dos paraˆmetros γ e ξ . E´
importante notar que na equac¸a˜o (4.32) a varia´vel t aparece muitas vezes acompanhada
pelo paraˆmetro γ enquanto σ aparece juntamente com ξ . Este fato pode ser usado como
uma maneira de regular qua˜o rapidamente os pacotes de onda tendem a zero para as
direc¸o˜es σ e t. Na figura 4.5 e´ mostrado o corte transversal do pacote de onda, o que
permite observar como diferentes combinac¸o˜es de valores para as varia´veis e paraˆmetros
51
CAPI´TULO 4. COSMOLOGIA QUAˆNTICA COM DOIS FLUIDOS: RADIAC¸A˜O E
MATE´RIA RI´GIDA
Σ=0, Γ=1, Ξ=1 Σ=8, Γ=1, Ξ=1
Σ=0, Γ=10, Ξ=1
Σ=0, Γ=1, Ξ=10
Figura 4.3: O pacote de onda na˜o normalizado no plano a× t para σ fixo com va´rias
combinac¸o˜es dos treˆs paraˆmetros γ e ξ .
podem mudar a intensidade e a posic¸a˜o do pico, bem como sua taxa de decre´scimo. A
dependeˆncia em relac¸a˜o aos paraˆmetros livres e´ mostrada na figura 4.6.
O comportamento do pacote de onda, exibido nas figuras (4.2) e (4.3) mostra que
Ψ(a,σ , t) tende a zero quando a tende a zero. Em virtude disso, a densidade de probabi-
lidade P(a) tende a zero quando a tende a zero. Isto indica que a singularidade e´ evitada,
em oposic¸a˜o ao que ocorre no caso cla´ssico. Entretanto, uma conclusa˜o precisa acerca da
ocorreˆncia ou na˜o da singularidade no modelo exige o ca´lculo do valor esperado do fator de
escala ja´ que, de acordo com a refereˆncia [97], a anulac¸a˜o da densidade de probabilidade
na origem pode na˜o ser um crite´rio suficiente.
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a=1, Γ=1, Ξ=1 a=10, Γ=1, Ξ=1
a=1, Γ=10, Ξ=1 a=1, Γ=1, Ξ=10
Figura 4.4: O pacote de onda na˜o normalizado no plano σ × t para a fixo com va´rias
combinac¸o˜es dos treˆs paraˆmetros γ e ξ .
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Figura 4.5: O pacote de onda na˜o normalizado como uma func¸a˜o apenas de uma das
treˆs varia´veis, com as outras duas fixas e para va´rias combinac¸o˜es dos treˆs
paraˆmetros livres γ e ξ .
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Figura 4.6: A dependeˆncia do pacote de onda na˜o normalizado em relac¸a˜oaos paraˆmetros
livres γ e ξ , para valores fixos das varia´veis a, σ e t.
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Cap´ıtulo 5
Modelo cosmolo´gico quaˆntico de
Kantowski-Sachs com fluido perfeito
5.1 Introduc¸a˜o
A` primeira vista pode parecer pouco relevante o estudo de modelos cosmolo´gicos quaˆn-
ticos que levem em conta apenas um nu´mero finito de graus de liberdade. Em geral,
restringe-se os graus de liberdade apenas a`queles que teˆm origem geome´trica a partir de
uma me´trica pre´-determinada, a partir de r´ıgidas condic¸o˜es de simetria. Em consequeˆncia,
o tratamento dos v´ınculos quaˆnticos torna-se tecnicamente mais simples quando escritos
em termos das varia´veis mais usuais. A imposic¸a˜o de pequenas variac¸o˜es da me´trica nas
equac¸o˜es de movimento provenientes da ac¸a˜o deve ainda gerar novas soluc¸o˜es cla´ssicas,
algumas das quais sa˜o insta´veis. Dos pontos de vista semicla´ssico e quaˆntico, os resul-
tados na˜o devem ser exatamente equivalentes aos setores apropriados da teoria completa
(isto e´, da teoria constru´ıda no superespac¸o). De fato, a construc¸a˜o de uma teoria quaˆn-
tica para a gravidade deve estar relacionada, dentre outros fatores, a obter uma soluc¸a˜o
para a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt no superespac¸o. Como consequeˆncia, excluir infinitos
graus de liberdade na˜o parace ser um procedimento razoa´vel. Contudo, a quantizac¸a˜o
em minissuperespac¸o e´ ainda u´til por outras razo˜es. Modelos quaˆnticos em minissupe-
respac¸o sa˜o sistemas simples e na˜o exigem excessivos esforc¸os te´cnicos para incorporar
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em si as va´rias simetrias e demais considerac¸o˜es das Relatividade Geral. Ale´m disso, eles
proporcionam exemplos na˜o-triviais em que as ideias de gravidade quaˆntica e te´cnicas
matema´ticas podem ser aplicadas. Eles sa˜o ainda relevantes para a discussa˜o conceitual
acerca do problema do tempo, da invariaˆncia sob reparametrizac¸o˜es da Relatividade Geral
e da interpretac¸a˜o do v´ınculo Hamiltoniano. Entretanto, todas as discusso˜es citadas pos-
suem aplicac¸o˜es limitadas e a construc¸a˜o de modelos em minissuperespac¸o na˜o foi ainda
capaz de fornecer, para a maior parte delas, respostas consistentes e definitivas. Por exem-
plo, o problema do tempo em gravidade quaˆntica e em Cosmologia Quaˆntica permanece
em aberto [18, 19, 88–90]. De todo modo, mesmo algumas vezes considerando apenas a
existeˆncia do campo gravitacional, certos aspectos quaˆnticos podem ser esclarecidos. Isto
e´ mais evidente no estudo de propriedades dos buracos negros e no uso de processos de
quantizac¸a˜o conhecidos, quando aplicados ao Universo como um todo.
Voltando as atenc¸o˜es apenas ao minisperespac¸o, pode-se questionar quais sa˜o os graus
de liberdade geome´tricos responsa´veis por assegurar a correta descric¸a˜o de certos aspectos
fundamentais de um modelo cosmolo´gico quaˆntico em suas diferentes fases. A utilizac¸a˜o
de me´tricas com graus de liberdade adicionais em relac¸a˜o a`queles presentes nos modelos de
FLRW pode fornecer algumas respostas. Entretanto, a descric¸a˜o dessas geometrias pode
ser complexa, especialmente sob o ponto de vista matema´tico. Como resultado, modelos
que representam universos na˜o-homogeˆneos ou anisotro´picos sa˜o pouco explorados quando
comparados aos de FLRW. Pode-se citar os modelos de Bianchi, por exemplo [91]. Estes
modelos cosmolo´gicos possuem nu´mero limitado de soluc¸o˜es anal´ıticas e mesmo a obtenc¸a˜o
de soluc¸o˜es nume´ricas para a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt pode ser um processo complexo.
Neste cap´ıtulo, a quantizac¸a˜o de um modelo cosmolo´gico no minissuperespac¸o descrito
pela me´trica de Kantowski-Sachs [22] e´ estudado, sendo o pepel do conteu´do material atri-
bu´ıdo a um fluido perfeito descrito pelo formalismo de Schutz, o que permite, conforme ja´
mencionado neste trabalho, relacionar o tempo aos graus de liberdade do fluido. Em par-
ticular, utiliza-se um fluido de mate´ria r´ıgida, o qual possui relevaˆncia em certos cena´rios
cosmolo´gicos primitivos [51].
O espac¸o-tempo governado pela me´trica de Kantowski-Sachs [31] constitui um modelo
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menos complexo que aquele descito por outras me´tricas anisotro´picas. Ele representa
uma geometria anisotro´pica e homogeˆnea. Pode-se questionar a relevaˆncia de modelos
anisotro´picos do ponto de vista observacional, uma vez que hoje o Universo parece ser
homogeˆneo e isotro´pico. Contudo, na˜o ha´ raza˜o, a priori, para acreditar que o universo
tenha sido sempre assim. Em tempos remotos, processos de isotropizac¸a˜o de natureza
quaˆntica ou mesmo de natureza termodinaˆmica [92] podem ter ocorrido num espac¸o-
tempo essencialmente menos regular. Neste sentido, o estudo de modelos anisotro´picos
no Universo primordial, onde os efeitos quaˆnticos eram relevantes, e´ justificado.
O espac¸o-tempo de Kantowski-Sachs possui algumas qualidades interessantes. Pri-
meiro, suas soluc¸o˜es cla´ssicas sa˜o conhecidas em diferentes contextos, assim como as su-
luc¸o˜es quaˆnticas para alguns cena´rios espec´ıficos [31, 93–95]. Ale´m disso, a me´trica de
Kantowski-Sachs pode coincidir com o caso de va´cuo na soluc¸a˜o de Schwarzchild para
buracos negros. Pode ainda descrever o interior de buracos negros, sendo usada para
discutir seus estados quaˆnticos e sua entropia. De fato, uma me´trica de Kantowski-Sachs
minimamente acoplada a um campo escalar homogeˆneo na˜o massivo constitui um modelo
de minissuperespac¸o para qual um conjunto completo de soluc¸o˜es do tipo wormholes sa˜o
conhecidas [96]. Modelos de Kantowski-Sachs podem finalmente ser interessantes para
estudar o comportamento de modelos cosmolo´gicos quaˆnticos com graus de liberdade adi-
cionais e podem sugerir modificac¸o˜es nos me´todos de quantizac¸a˜o aplicados a` Cosmologia.
Por exemplo, em [23], a quantizac¸a˜o em minissuperespac¸o do modelo descrito pela me´trica
de Bianchi I revela uma surpreendente discrepaˆncia entre as interpretac¸o˜es de Bohm-de
Broglie e de va´rios mundos da Mecaˆnica Quaˆntica: o modelo quaˆntico e´ na˜o unita´rio e
a norma da func¸a˜o de onda torna-se dependente do tempo. Possivelmente a ana´lise de
outros modelos quaˆnticos anisotro´picos pode ajudar a explicar a anomalia encontrada.
Em geral, a condic¸a˜o de que o operador seja auto-adjunto e´ suficiente para garantir um
comportamento espectral, como unitariedade, apropriado ao sistema quaˆntico. O apare-
cimento de anomalias em func¸o˜es associadas a operadores auto-adjuntos deve indicar que
ha´ outros aspectos matema´ticos relevantes que precisam ser levados em conta no processo
de construc¸a˜o do modelos cosmolo´gico quaˆntico e que esta˜o para ale´m da ana´lise espectral.
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Em particular, existe a suspeita que mesmo o procedimento de construc¸a˜o do pacote de
onda pode introduzir tais anomalias.
Aqui, sa˜o aplicados os mesmos procedimentos das investigac¸o˜es realizadas em modelos
cosmolo´gicos quaˆnticos isotro´picos com fluido perfeito [23, 97–101] para quantizar o mo-
delo com me´trica de Kantowski-Sachs. A equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt e´ resolvida para o
minissuperespac¸o e a func¸a˜o de onda e´ obtida. Novamente, o tempo e´ introduzido feno-
menologicamente atrave´s da adic¸a˜o de graus de liberdade associados ao fluido de mate´ria
r´ıgida.
5.2 O modelo cosmolo´gico quaˆntico: a escolha do
tempo e a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt
Neste modelo um Universo plano, homogeˆneo e anisotro´pico descrito pela me´trica de
Kantowski-Sachs e´ considerado. De acordo com [102] o espac¸o-tempo de Kantowski-Sachs
na˜o e´ um espac¸o-tempo em si mesmo, mas apenas parte de um. Esta restric¸a˜o se aplica
ao modelo de va´cuo, mas desaparece se um fluido perfeito e´ acoplado a` gravidade. Aqui,
o formalismo de Schutz e´ utilizado para descrever o fluido perfeito, o que permite resolver
dois problemas: o primeiro, descrito acima, e o problema da auseˆncia de uma varia´vel
capaz de reintroduzir a noc¸a˜o de tempo em modelos cosmolo´gicos quaˆnticos.
5.2.1 Espac¸o de fase e Hamiltoniana do modelo de Kantowski-
Sachs
A ac¸a˜o de Enstein-Hilbert com a adic¸a˜o de um termo de contorno e´ escrita como
Sg =
∫
M
d4x
√−gR+ 2
∫
∂M
d3x
√
hK , (5.1)
em que R e´ o escalar de curvatura, tomado como uma func¸a˜o de gµν e suas derivadas,
K = habKab tal que Kab e´ a curvatura extr´ınseca e hab e´ a me´trica induzida sobre a hiper-
superf´ıcie tridimensional, a qual e´ o contorno ∂M da variedade quadridimensional M. O
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fator 16piG e´ feito igual a 1 no primeiro termo da equac¸a˜o (5.1), em que G e´ a constante
gravitacional de Newton.
Considera-se o modelo de um Universo que e´ homogeˆneo mas anisotro´pico. Este
cena´rio pode ter sua geometria descrita por um elemento de linha cuja forma e´ [93]
ds2 =−N(t)2dt2 +a(t)2dr2 +b(t)2(dθ 2 + sin2θ dϕ2) , (5.2)
em que a(t) e b(t) sa˜o os fatores de escala e N(t) denota a func¸a˜o lapso. A relac¸a˜o (5.2)
define a me´trica de Kantowski-Sachs [31]. Nas refereˆncias [93,103,104] a estrutura global
dos modelos cosmolo´gicos de Kantowski-Sachs e´ discutida em detalhes. O escalar de Ricci,
R, calculado para esta me´trica fica escrito como
R = 2
a¨
N2a
+
4
N2
b¨
b
−2 N˙
N3
a˙a−4 N˙
N3
b˙
b
+
4
N2
a˙
a
b˙
b
+
2
N2
b˙2
b2
+
2
N2
, (5.3)
e a curvatura extr´ınseca, K, e´ dada por
K =− 1
N
(
a˙
a
+ 2
b˙
b
)
. (5.4)
Substituindo as equac¸o˜es (5.3) e (5.4) na ac¸a˜o de Einstein-Hilbert, (5.1), obte´m-se a
seguinte exressa˜o
Sg =
∫
dt
(
2Na− 4a˙bb˙
N
− 2ab˙
2
N
)
. (5.5)
Ha´ dois tipos de singularidade nesta geometria: do tipo charuto, quando, when b→ 0
e do tipo disco, quando a→ 0 [93]. Contudo, a curvatura da hipersuperf´ıcie 3R = 2b2
e´ divergente para a primeira delas. Devido a` auseˆncia de mate´ria, a singularidade do
tipo disco, deixa de ter um sistema de coordenadas que satisfaz a regra da ma˜o direita
e obedece a` regra da ma˜o esquerda. Isso e´ uma indicac¸a˜o da incompletude do espac¸o-
tempo de Kantowski-Sachs no va´cuo [93,102]. O modelo deve ser completado adicionando
mate´ria, por exemplo a mate´ria r´ıgida utilizada neste trabalho.
Com a ac¸a˜o da gravitac¸a˜o (5.5), a Lagrangiana associada ao campo gravitacional do
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modelo de Kantowski-Sachs e´ dada por
Lg =− a˙bb˙N −
ab˙2
2N
+
Na
2
.
A fim de facilitar o tratamento matema´tico do problema, propo˜e-se a seguinte repara-
metrizac¸a˜o [93]:
b→ c
a
; b˙ =
c˙
a
− a˙c
a2
.
Logo, a Lagrangiana puramente gravitacional e´ escrita como
Lg =
Na
2
+
a˙2c2
2Na3
− c˙
2
2Na
. (5.6)
Usando o formalismo canoˆnico, a Hamiltonina associada a expressa˜o acima assume a
forma seguinte:
Hg =
a
2c2
[a2p2a− c2p2c− c2] . (5.7)
O conteu´do material do Universo e´ descrito atrve´s de um fluido perfeito introduzido
via formalismo de Schutz. Conforme tratado no Cap´ıtulo 3, a ac¸a˜o do fluido pode ser
escrita como:
S f =
∫
d4x
√−g p , (5.8)
em p e´ a pressa˜o, a qual esta´ associada com a densidade de energia pela equac¸a˜o de estado
p = αρ . Ale´m disso, a densidade de energia e a pressa˜o sa˜o dadas por
ρ =
(
µ
α + 1
)1+ 1α
e−
S
α ; p = α
(
µ
α + 1
)1+ 1α
e−
S
α . (5.9)
Ainda,
µ =
1
N
(φ˙ +θ S˙) . (5.10)
Usando as equac¸o˜es(5.9) e (5.10) na ac¸a˜o (5.8) e impondo a me´trica de Kantowski-
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Sachs, obte´m-se a seguinte Lagrangiana do fluido:
L f =
c2
a
N−1/α
α
(α + 1)1+1/α
(φ˙ +θ S˙)1+1/α e−S/α . (5.11)
Os momentos conjugados associados a`s varia´veis que descrevem o fluido sa˜o obtidos
da expressa˜o acima. Assim,
pφ =
c2
a
N−1/α
1
(α + 1)1/α
(φ˙ +θ S˙)1/α e−S/α ,
pS = θ pφ ,
pθ = 0 , (5.12)
e novamente pelo formalismo canoˆnico, pode-se escrever
H f =
( a
c2
)α
eS pα+1φ . (5.13)
Esta expressa˜o pode ser escrita de modo mais sugestivo atrave´s da seguinte transfor-
mac¸a˜o canoˆnica
T = pSe−Spφ−(α+1) , pT = pφ (α+1)eS ; φ = φ − (α + 1) pSpφ , pφ = pφ . (5.14)
Assim, a super-Hamiltoniana (5.13) pode ser escrita em sua forma final:
H f =
( a
c2
)α
pT . (5.15)
O tempo introduzido atrave´s do formalimo de Schutz e´ um tempo de fase global. De
fato, para ser um tempo de fase global, a func¸a˜o deve ser mono´tona crescente, definida
no espac¸o de fase e satisfazendo a relac¸a˜o
[t,H] > 0 . (5.16)
Em particular, o tempo introduzido nas equac¸o˜es (5.14) e (5.15) e´ um tempo extr´ınseco,
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uma vez que e´ definida no espac¸o de fase e apresenta estrutura t(qi, pi). Entretanto, se
a func¸a˜o tem a forma t(qi), enta˜o e´ chamada de tempo intr´ınseco [18]. A ideia de um
tempo de fase global em universos anisotro´picos deste tipo e´ tratada na refereˆncia [94]. E´
poss´ıvel, em certos contextos, conectar o tempo com os aspectos puramente geome´tricos
da teoria. No Universo de Kantowski-Sachs, trata-se de um tempo de fase global se,
atrave´s de algumas transformac¸o˜es de calibre, for poss´ıvel impor a relac¸a˜o [t,H] > 0.
A Hamiltoniana total H =Hg+H f e´ obtida a partir das equac¸o˜es (5.7) e (5.15). Assim,
tem-se que
H =
a
2c2
[
a2p2a− c2p2c− c2 + 2
( a
c2
)α−1
pT
]
. (5.17)
O momento conjugado pT associado a` mate´ria aparece linearmente em H, de modo que,
apo´s a quantizac¸a˜o, uma equac¸a˜o tipo Schro¨dinger pode ser obtida com as varia´veis asso-
ciada a` mate´ria fazendo o papel de tempo na teoria. Desse modo, todas as ferramentas da
Mecaˆnica Quaˆntica convencional podem ser, a princ´ıpio, aplicadas a fim de obter previso˜es
acerca da evoluc¸a˜o do Universo.
5.2.2 Quantizac¸a˜o do modelo
Como usual, o modelo de Kantowski-Sachs e´ quantizado seguindo o esquema de quantiza-
c¸a˜o de Dirac transformando os momentos pa, pc e pT em operadores, os quais obedecem
a`s relac¸o˜es de comutac¸a˜o ba´sicas:
pa→ pˆa =−i ∂∂a ; pc→ pˆc =−i
∂
∂c
; pT → pˆT =−i ∂∂T .
O emprego da formulac¸a˜o Hamiltoniana da Relatividade Geral (Cap´ıtulo 2) e a in-
troduc¸a˜o do tempo na teoria atrave´s do formalismo de Schutz permite reduzir a equac¸a˜o
de Wheeler-DeWitt a uma equac¸a˜o tipo Schro¨dinger, cuja soluc¸a˜o e´ interpretada como a
func¸a˜o de onda do Universo. Com este fim, a Hamiltoniana (5.17) torna-se um operador,
o qual aniquila os estados f´ısicos: H = 0→ HˆΨ = 0. Usando a nova reparametrizac¸a˜o
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temporal t→ 2T obte´m-se a seguinte equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt
(
−a2 ∂
2
∂a2
+ c2
∂ 2
∂c2
− c2 + i
( a
c2
)α−1 ∂
∂ t
)
Ψ(a,c, t) = 0 . (5.18)
Func¸o˜es no espac¸o de fase cla´ssico da teoria comutam. Contudo, os operadores asso-
ciados definidos acima no espac¸o de Hilbert, em geral, na˜o comutam. Como resultado, o
ordenamento segundo o qual o produto de dois operadores e´ escrito torna-se significativo.
O modo mais imediato de escrever o operador e´ aquele que garante sua simetria, a qual e´
um pre´-requisito para garantir que seja auto-adjunto e, portanto, tenha o cara´ter de um
observa´vel f´ısico. Uma discussa˜o adequada acerca da auto-adjuntice do operador pode ser
encontrada na refereˆncia [41]. Tem-se enta˜o que,
(Hˆψ,φ) = (ψ, Hˆφ) . (5.19)
Propo˜e-se um ordenamento com a seguinte forma:
a2∂ 2a → a2∂ 2a +qa∂a = X . (5.20)
Resta determinar qa. O produto interno (ψ,Xφ) e´, por definic¸a˜o, escrito como
(ψ,Xφ) =
∫
ψ∗
(
a2∂ 2a +qa∂a
)
φ da . (5.21)
Apo´s algumas integrac¸o˜es por partes, e´ poss´ıvel escrever
(ψ,Xφ) =
∫
ψ∗
(
a2∂ 2a + 2a∂a
)
φ da = (Xψ,φ) , (5.22)
e similarmente, se
c2∂ 2c → c2∂ 2c +qc∂c = Y , (5.23)
tem-se que
(ψ,Yφ) =
∫
ψ∗
(
c2∂ 2c + 2c∂c
)
φ dc = (Yψ,φ) , (5.24)
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em que qa = 2a, na equac¸a˜o (5.22), e qc = 2c, na equac¸a˜o (5.24), asseguram a hermiticidade
de Hˆ e a positividade do produto interno de Schro¨dinger. Uma discussa˜o mais detalhada
pode ser encontrada em [94]. Com este novo ordenamento, a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt
pode ser agora reescrita como
[
−a2 ∂
2
∂a2
−2a ∂
∂a
+ c2
∂ 2
∂c2
+ 2c
∂
∂c
− c2 + i
( a
c2
)α−1 ∂
∂ t
]
Ψ(a,c, t) = 0 . (5.25)
Note que a assinatura do termo cine´tico e´ hiperbo´lica, algo que frequentemente e´ observado
em modelos anisotro´picos. Na hipo´tese de soluc¸o˜es estaciona´rias, Ψ(a,c, t) =ψ(a,c)e−iEt ,
pode-se escrever
[
c2
∂ 2
∂c2
+ 2c
∂
∂c
− c2−a2 ∂
2
∂a2
−2a ∂
∂a
]
ψ(a,c) = E
( a
c2
)α−1
ψ(a,c) . (5.26)
Soluc¸o˜es anal´ıticas para esta equac¸a˜o podem ser obtidas apenas para o caso particular
em que α = 1 (mate´ria r´ıgida). Ale´m das razo˜es ja´ apresentadas, este caso e´ adequado
para checar a conexa˜o do formalismo de Schutz com modelos equipados com me´tricas
anisotro´picas. Enta˜o, com α = 1, tem-se que
(
c2
∂ 2
∂c2
+ 2c
∂
∂c
− c2−a2 ∂
2
∂a2
−2a ∂
∂a
−E
)
ψ(a,c) = 0 . (5.27)
Os operadores a2∂ 2a + 2a∂a e c2∂ 2c + 2c∂c em L2(0,∞) sa˜o unitariamente equivalentes aos
operadores ∂ 2a e ∂ 2c em L2(−∞,∞) [111], os quais sa˜o auto-adjuntos (de fato, se dois ope-
radores, A e B, sa˜o unitariamente equivalentes, B goza de todas as propriedades espectrais
de que dispo˜e A). Este mapeamento e´ definido pela transformac¸a˜o
ψ˜(x,y) = e−x/2−y/2ψ(e−x,e−y) ,
em que a = e−x e c = e−y. Sendo assim, a equac¸a˜o (5.27) e´ modificada para
(
∂ 2
∂y2
− ∂
2
∂x2
− e−2y
)
ψ˜(x,y) = Eψ˜(x,y) , (5.28)
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em que assume-se E > 0.
Aplicando o me´todo de separac¸a˜o de varia´veis, supo˜e-se que
ψ˜(x,y) = X(x)Y (y) , (5.29)
que leva a`s equac¸o˜es
1
X
∂ 2X
∂x2
=−λ 2 , (5.30)
em que −λ 2 e´ a constante de separac¸a˜o e,
1
Y
∂ 2Y
∂y2
− (σ2 + e−2y) = 0 , (5.31)
com σ2 = E−λ 2.
Uma soluc¸a˜o mais geral para a func¸a˜o de onda do Universo segue das equac¸o˜es acima.
Enta˜o, pode-se escrever que
Ψλσ (x,y, t) = [A1 sin(λx)+A2 cos(λx)] [B1 Iσ (e−y)+B2Kσ (e−y)]e−i(λ
2+σ2)t , (5.32)
em que A1, A2, B1 e B2 sa˜o constantes de integrac¸a˜o, Iσ e Kσ sa˜o func¸o˜es de Bessel
modificadas e assume-se que σ ∈ C e λ ∈ R.
Tendo esta soluc¸a˜o geral, e´ necessa´rio investigar sob que circunstaˆncias a func¸a˜o de
onda acima satisfaz as condic¸o˜es de contorno, isto e´, Ψ(a,c, t) = 0 (quando a→ 0 e c→ 0).
Sob esta restric¸a˜o, obte´m-se a seguinte func¸a˜o de onda
Ψλσ (x,y, t) = Kσ (e−y)e±iλxe−i(λ
2+σ2)t . (5.33)
Com as condic¸o˜es de contorno, os pacotes de onda podem ser constru´ıdos atrave´s de
superposic¸o˜es sobre valores de λ e σ . A estrutura geral destas superposic¸o˜es e´
Ψ(x,y, t) =
∫ ∞
0
∫ ∞
0
C(λ ,σ)e−iλxKσ (e−y)e−iλ
2te−iσ
2tdλ dσ . (5.34)
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Note que se C(λ ,σ) =C1(λ )C2(σ) a equac¸a˜o acime admite a seguinte fatorizac¸a˜o
Ψ(x,y, t) =Iσ (x, t)Iλ (y, t) , (5.35)
em que
Iλ =
∫ ∞
0
C1(λ )e−i(λ
2t+λx) dλ , (5.36)
Iσ =
∫ ∞
0
C2(σ)Kσ (e−y)e−iσ
2t dσ . (5.37)
Para a integral (5.36), adota-se que C1(λ ) = e−iλ
2t0 e λ 2t+λx = (λ
√
t + t0 + x2√t+t0 )
2−
x2
4(t+t0)
. Com isso, pode-se escrever
Iλ = e
−i x24(t+t0)
∫ ∞
0
{
cos
[(
λ
√
t + t0 +
x
2
√
t + t0
)2]
− isin
[(
λ
√
t + t0 +
x
2
√
t + t0
)2]}
dλ ,
(5.38)
em que t0 e´ uma constante arbitra´ria. Introduzindo a varia´vel u = λ
√
t + t0 + x2√t+t0 , a
integral (5.38) toma a forma
Iλ =
e
−i x24(t+t0)√
t + t0
∫ ∞
x
2
√
t+t0
(
cosu2− isinu2)du , (5.39)
a qual tem soluc¸a˜o dada por
Iλ =
e
−i x24(t+t0)√
t + t0
√
pi
8
{[
1−2C
(√
2
pi
x
2
√
t + t0
)]
− i
[
1−2S
(√
2
pi
x
2
√
t + t0
)]}
, (5.40)
em que C e S sa˜o integrais de Fresnel
C(z) =
∫ z
0
cos
(pi
2
θ 2
)
dθ , (5.41)
S(z) =
∫ z
0
sin
(pi
2
θ 2
)
dθ . (5.42)
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Para a densidade de probabilidade, pode-se escrever
|Iλ |2 =
pi
4(t + t0)
{
1 + 2
[
C
(
1√
2pi
x√
t + t0
)(
C
(
1√
2pi
x√
t + t0
)
−1
)
+ (5.43)
+ S
(
1√
2pi
x√
t + t0
)(
S
(
1√
2pi
x√
t + t0
)
−1
)]}
.
Um procedimento similar pode ser empregado para resolver a integral (5.37). Colo-
cando a func¸a˜o de Bessel na forma integral,
Kσ (c) =
∫ ∞
0
e−ccoshz cosh iσzdz , (5.44)
e introduzindo C2(σ) = e−iσ
2t0 e u± = σ
√
t + t0± z2√t+t0 , obte´m-se que
Iσ =
√
pi
8
(1− i)√
t + t0
∫ ∞
0
e
−ccoshz+i z2
4(
√
t+t0)dz . (5.45)
As expresso˜es encontradas para |Iλ |2 e |Iσ |2 sa˜o graficamente expressas na figura 5.1.
Figura 5.1: O comportamento de |Iλ |2, a qual e´ fornecida pela equac¸a˜o (5.43), e |Iσ |2,
que e´ obtida da equac¸a˜o (5.45). Aqui, adota-se t0 = 1.5.
Os gra´ficos relevantes para a func¸a˜o densidade de probabilidade na˜o-normalizada sa˜o
apresentados nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4. Ale´m disso, o ca´lculo da norma revela sua depen-
deˆncia temporal. Sendo assim a evoluc¸a˜o e´ na˜o-unita´ria, o que tambe´m e´ verificado no
contexto do modelo de Bianchi I [23]. Enquanto este resultado pode reforc¸ar a evideˆncia
de uma incompatibilidade entre geometrias anisotro´picas e o formalismo de Schutz em
modelos cosmolo´gicos quaˆnticos, deve-se observar que, de acordo com a equac¸a˜o (5.28)
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o operador associado com a func¸a˜o de onda obtida e´ auto-adjunto. Como as condic¸o˜es
iniciais esta˜o bem estabelecidas, lanc¸a-se a suspeita de que a na˜o conservac¸a˜o da norma
da func¸a˜o de onda possa ter origem no pacote de onda que foi constru´ıdo. Embora o
pacote de onda na˜o seja nada ale´m de uma superposic¸a˜o de func¸o˜es de onda planas, e´
poss´ıvel que certas escolhas na˜o sejam adequadas para localizar a soluc¸a˜o numa regia˜o
finita do espac¸o. Isto pode explicar a ocorreˆncia de patologias verificadas no contexto de
certos modelos cosmolo´gicos quaˆnticos. O pacote de onda poderia ter sido constru´ıdo de
outras maneiras, o que significa outras escolhas para C1(λ ) e C2(σ). As escolhas feitas
aqui permitem encontrar uma expressa˜o anal´ıtica para a func¸a˜o de onda que, embora u´til,
pode na˜o conduzir a uma descric¸a˜o f´ısica fiel.
O resultado acima pode ser confrontado com o exposto na refereˆncia [112] onde poˆde-
se obter uma evoluc¸a˜o unita´ria para o mesmo modelo, tendo o conteu´do material tambe´m
descrito pelo formalismo de Schutz, aplicando entretanto um ordenamento diferente no
processo de quantizac¸a˜o. Embora o autor sugira que este fato demonstre que as patologias
verificadas na˜o teˆm necessariamente ligac¸a˜o com o cara´ter anisotro´pico do me´trica, pode-
se argumentar que as dificuldades matema´ticas encontradas esta˜o relacionadas ao fato de
que os operadores Hamiltonianos associados a este tipo de modelo apresentam assinatura
do termo cine´tico hiperbo´lica, o que exige uma ana´lise espectral mais delicada, o que torna
necessa´rio recorrer a outros ordenamentos para garantir uma evoluc¸a˜o unita´ria ou mesmo
ao estabelecimento de extenso˜es auto-adjuntas [41]. Ale´m disso, a anisotropia do modelo
deve exigir uma discussa˜o criteriosa acerca da orientac¸a˜o do sentido do tempo [113].
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Figura 5.2: Pacote de onda como uma func¸a˜o de c e t, para a = 0, 5, 10 e t0 = 1.5.
Figura 5.3: Pacote de onda como uma func¸a˜o de a e t, para c = 0, 5, 10 e t0 = 1.5.
Observa-se neste caso que |Ψ|2 cresce com a.
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Figura 5.4: Pacote de onda como uma func¸a˜o de a e c, para t = 0, 5, 10 e t0 = 1.5.
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Cap´ıtulo 6
Concluso˜es e perspectivas
Convencionalmente, modelos cosmolo´gicos quaˆnticos em minissuperespac¸o levam em conta
os graus de liberdade associados a uma geometria isotro´pica e, eventualmente, certos cam-
pos acoplados a` gravitac¸a˜o. Neste trabalho, a introduc¸a˜o de graus de liberdade adicionais
foi proposta a partir da utilizac¸a˜o de um fluido perfeito acoplado a` gravitac¸a˜o, descrito
pelo formalismo de Schutz. No Cap´ıtulo 3, esta te´cnica, baseada na descric¸a˜o de um fluido
relativ´ıstico a partir de potenciais-velocidade, foi detalhadamente descrita. Observou-se
a existeˆncia de uma aparente analogia entre a Hamiltoniana que descreve um Universo
isotro´pico preenchido por um fluido perfeito descrito pelo formalismo de Schutz e aquela
obtida a partir da ac¸a˜o modificada da gravitac¸a˜o proposta por Horˇava-Lifshitz, para o
caso de um fluido de mate´ria r´ıgida. O resultado e´ curioso, tendo em vista que ambas as
construc¸o˜es tem fundamentos consideravelmente distintos.
As concluso˜es verificadas no Cap´ıtulo 3 motivaram o estudo de um modelo de FLRW
com mate´ria r´ıgida e um segundo fluido, radiac¸a˜o, no Cap´ıtulo 4. No modelo cla´ssico,
o Universo com curvatura nula se expande para sempre a partir de uma singularidade
inicial. Ja´ no caso quaˆntico, a equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt neste minissuperespac¸o foi
resolvida, tendo como resultado a func¸a˜o de onda que descreve este cena´rio. Ale´m disso,
ao contra´rio do modelo cla´ssico, no cena´rio quaˆntico a singularidade inicial pode ter sido
evitada, o que e´ sugerido pelo fato de que a func¸a˜o de onda Ψ(a,σ , t) tende a zero quando
o fator de escala a tende a zero. Desse modo, a densidade de probabilidade P(a) tende a
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zero quando a vai a zero.
No Cap´ıtulo 5 o modelo cosmolo´gico quaˆntico de Kantowski-Sachs foi estudado. O
conteu´do material utilizado foi um fluido perfeito de mate´ria r´ıgida, descrito pelo forma-
lismo de Schutz, o que, mais um vez, permitiu escrever o tempo de forma expl´ıcita na
equac¸a˜o de Wheeler-DeWitt associada ao modelo. Contudo, o modelo e´ na˜o-unita´rio, uma
vez que norma da func¸a˜o de onda e´ dependente do tempo, o que ja´ havia sido observado
no contexto do modelo cosmolo´gico quaˆntico, tambe´m anisotro´pico, de Bianchi I [23]. A
garantia de que o operador associado ao modelo fosse auto-adjunto na˜o foi capaz de elimi-
nar as anomalias ja´ verificadas tais como a perda de unitariedade. Isto pode indicar que
mesmo procedimentos frequentes, como a construc¸a˜o de um pacote de onda, pode exigir a
observac¸a˜o de certas condic¸o˜es mais r´ıgidas, sem as quais o comportamento do certas so-
luc¸o˜es pode ser profundamente afetado, conduzindo ao problema observado neste modelo
e em outros. Neste sentido, o formalismo de Schutz na˜o e´ necessariamente responsa´vel
por algum aspecto anoˆmalo do operador que descreve o sistema quaˆntico, embora seu uso
possa cooperar para alterar o comportamento da func¸a˜o de onda durante o processo de
obtenc¸a˜o do pacote de ondas. Uma outra hipo´tese, que encontra forc¸a na refereˆncia [112],
e´ que a assinatura hiperbo´lica do termo cine´tico do operador Hamiltoniano associado ao
modelo deve exigir um maior cuidado na ana´lise espectral.
A me´trica de Kantowski-Sachs tem sido utilizada para estudar os efeitos causados
pela na˜o-comutatividade [95, 105–108]. Neste cena´rio, isso e´ especialmente relevante,
uma vez que esta me´trica apresenta dois fatores de escala com respeito aos quais a na˜o-
comutatividade e´ imposta. Na refereˆncia [108] o estudo e´ realizado considerando que
apenas os fatores de escala na˜o comutam. Ja´ na refereˆncia [106] a na˜o-comutatividade e´
estabelecida entre os fatores de escala e entre os momentos a eles associados. Em ambos os
trabalhos, e´ verificada que para uma faixa de valores do paraˆmetro de na˜o-comutatividade,
certos efeitos podem ser observados, fornecendo mais informac¸o˜es acerca da anisotropia
apresentada no modelo. A deformac¸a˜o do espac¸o de fase aparece enta˜o como uma alter-
nativa para a descric¸a˜o de efeitos ou caracter´ısticas apresentadas por sistemas quaˆnticos a
altas energias e parece ser um caminho natural no estudo das poss´ıveis anomalias presen-
72
CAPI´TULO 6. CONCLUSO˜ES E PERSPECTIVAS
tes em modelos quaˆnticos anisotro´picos. Ale´m disso, recentemente, a Cosmologia quaˆntica
na˜o-comutativa tem sido empregada ate´ em modelos de FLRW com fluido de radiac¸a˜o
descrito pelo formalismo de Schutz.
Uma outra perspectiva para trabalhos futuros, consiste na investigac¸a˜o de novos ce-
na´rios contendo outros tipos de fluido (e eventualmente a combinac¸a˜o de mais que dois
deles). Ale´m disso, a possibilidade de que certas func¸o˜es usadas na construc¸a˜o do pacote
de ondas possam levar ao aparecimento de anomalias e resultados f´ısicos inadequados deve
ser investigada mais profundamente. Uma alternativa e´ comparar soluc¸o˜es baseadas em
diferentes pacotes de onda. Outras perspectivas sa˜o a construc¸a˜o de modelos anisotro´picos
com outros tipos de fluidos ou mesmo com a introduc¸a˜o de um segundo fluido, como feito
no modelo isotro´pico tratado no Cap´ıtulo 4, o que aumenta ainda mais o nu´mero de graus
de liberdade do minissuperespac¸o. Isto pode permitir um entendimento mais completo da
conexa˜o entre mate´ria e geometria em diferentes cena´rios cosmolo´gicos. Espera-se que isso
ajude a esclarecer o papel dos graus de liberdade adicionados nos modelos cosmolo´gicos,
bem como contribuir para a discussa˜o acerca dos procedimentos de quantizac¸a˜o aplicados
a` Cosmologia.
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Apeˆndice A
A Func¸a˜o Erro
A func¸a˜o erro erf x e´ dada por [86]
erf x =
2√
pi
∫ x
0
e−t
2
dt . (A.1)
Ha´ uma conexa˜o direta entre a func¸a˜o erro com a func¸a˜o gaussiana e com a func¸a˜o
gaussiana normalizada, as quais sa˜o escritas como
f (x) = a e
−(x−b)2
2σ2 ,
g(x) =
1√
2pi
e
−(x−b)2
2σ2 , (A.2)
respectivamente, em que a,b sa˜o constantes e σ e´ o desvio padra˜o, algumas vezes chamado
de largura gaussiana RMS. O gra´fico de uma Gaussiana e´ uma curva sime´trica caracter´ıs-
tica em forma de sino com o paraˆmetro a sendo a altura do pico da curva, b e´ a posic¸a˜o
do centro do pico e σ controla a largura do sino.
Com a substituic¸a˜o
t =
x−b√
2σ
,
dt =
1√
2σ
dx , (A.3)
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e´ poss´ıvel integrar a func¸a˜o gaussiana normalizada entre −x e +x e obter
∫ +x
−x
g(x) dx =
2√
pi
∫ x
0
e−t
2
dt = erf x , (A.4)
Algumas propriedades e aproximac¸o˜es da func¸a˜o erro sa˜o elencadas abaixo:
erf (−x) = −erf x , (A.5)
erf 0 = 0 , (A.6)
erf (x∗) = (erf x)∗ em que ∗ denota conjugac¸a˜o complexa , (A.7)
erf ∞ = 1 , (A.8)
erf (−∞) = −1 , (A.9)
erf x =
2√
pi
∫ x
0
∞
∑
n=0
(−1)nt2n
n!
dt para x<< 1 , (A.10)
erf x =
2√
pi
∞
∑
n=0
(−1)nx2n+1
(2n+ 1)n!
,
=
2√
pi
(
x− x
3
3
+
x5
10
− x
7
42
+ ...
)
para x<< 1 , (A.11)
erf x = 1− e
−x2
√
pi x
(
1− 1
2x2
− ...
)
para x>> 1 . (A.12)
A func¸a˜o erro complementar, habitualmente denotada como erfc x, e´ definida como
erfc x = 1− erf x ,
=
2√
pi
∫ ∞
x
e−t
2
dt . (A.13)
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Alguns valores especiais, aproximac¸o˜es e resultados de erfc x sa˜o
erfc (−x) = 2− erfc x , (A.14)
erfc ∞ = 0 , (A.15)
erfc (−∞) = 2 , (A.16)
erfc 0 = 1 , (A.17)
erfc x =
Γ(1/2,x2)√
pi
,em que Γ(a,y) e´ a func¸a˜o gama incompleta,(A.18)∫ ∞
0
erfc x dx =
1√
pi
. (A.19)
Na figura (A.1) o comportamento das func¸o˜es especiais tratadas neste apeˆndice e´
mostrado.
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Figura A.1: A func¸a˜o erro e a func¸a˜o erro complementar.
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Apeˆndice B
Aspectos elementares da
termodinaˆmica de um fluido perfeito
Considere um fluido perfeito de uma componente composto por ba´rions, no sentido discu-
tido por Fermi em seu livro [114]. Como os ba´rions podem sofrer transmutac¸a˜o, a massa
dos ba´rions na˜o e´ conservada. Entretanto, esta situac¸a˜o na˜o ocorre com o nu´mero de
ba´rions N. Enta˜o, mHN e´ definido como a massa de repouso conservada em uma amostra
de mate´ria contendo N ba´rions, em que mH e´ a massa do a´tomo de Hidrogeˆnio no estado
fundamental. A diferenc¸a entre a massa total E e mHN e´ chamada de energia interna1 e
e´ expressa como U . Denota-se por ρ0 a densidade de massa de repouso e por u = UmHN a
energia interna espec´ıfica, ambas medidas num sistema de refereˆncia momentaneamente
em repouso no fluido. Isto torna poss´ıvel escrever
U = E−mHN , (B.1)
tal que
E
mHN
= u+ 1 . (B.2)
1Em unidades tais que c = 1.
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Agora, dividindo o resultado anterior pelo volume da amostra que conte´m N ba´rions,
pode-se escrever (B.2) como
ρ = ρ0(1 +u) . (B.3)
em que ρ e´ a densidade de energia.
Utiliza-se a equac¸a˜o de estado escrita sob a forma p = p(ρ,u). A primeira lei da
termodinaˆmica e´ escrita como
dW = dU + pdV .
Dividindo a equac¸a˜o acima por mHN tem-se que
dw = du+ pd
(
1
ρ0
)
, (B.4)
em que dw e´ a quantidade de energia por unidade de massa de repouso, adicionada ao
fluido num processo quasi-esta´tico.
Como a equac¸a˜o de estado depende de duas varia´veis, o teorema de Pfaff assegura a
existeˆncia de func¸o˜es como a entropia espec´ıfica s(ρ0,u) e a temperatura T (ρ0,u), tal que
du+ pd
(
1
ρ0
)
= Tds . (B.5)
Enta˜o, define-se a massa inercial (entalpia)2 como
µ =
ρ + p
ρ0
= 1 +u+
p
ρ0
, (B.6)
em que a quantidade (ρ + p) se comporta como massa inercial por unidade de volume
de um fluido perfeito. Com isso, pode-se utilizar dµ para eliminar du em (B.5), a qual
permite obter
dp = ρ0dµ−ρ0Tds , (B.7)
a partir do que pode-se observar a possibilidade de expressar ρ0 e u como func¸o˜es de µ e
s tal que a equac¸a˜o de estado toma a forma p = p(µ,s). Para a equac¸a˜o barotro´pica de
2Como definida e discutida na refereˆncia [42].
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estado p= αρ , em que α e´ uma constante, e´ poss´ıvel escrever apo´s algumas manipulac¸o˜es
alge´bricas a seguinte relac¸a˜o
(1 +u)d[ln(1 +u)−α lnρ0] = du+ pd
(
1
ρ0
)
= Tds .
Disto, segue-se que
T = 1 +u ,
e
s = ln(1 +u)−α lnρ0 .
A u´ltima equac¸a˜o pode ser reescrita como
ρ0 = (1 +u)
1
α e−
s
α . (B.8)
Ale´m disso, da equac¸a˜o (B.6), obte´m-se
(1 +u) =
µ
α + 1
.
Substituindo a equac¸a˜o anterior em (B.8), e´ poss´ıvel escrever
ρ0 =
(
µ
α + 1
) 1
α
e−
s
α ,
mas
ρ = ρ0(1 +u) = ρ0
µ
α + 1
=
(
µ
α + 1
)α+1
α
e−
s
α , (B.9)
e finalmente,
p = α
(
µ
α + 1
)α+1
α
e−
s
α . (B.10)
Na expressa˜o acima, a pressa˜o do fluido pode ser expressa diretamente em termos de sua
entalpia.
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